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Résumé

Le but de cette these est de faire une analyse de la stabilté globale et de I'observabilité de
quelques modeles épidémiologiques a plusieurs classes d'inféctés. Nous avons étudié succéssive-
ment la stabilté globale de modeéles S/, SIS et d'un autre S/ avec deux classes d'inféctés. Dans
les deux derniers modeles, nous avons repris une étude déja menée, car ces derniers ont été analy-
sés par des auteurs qui ont donné une analyse érronée au niveau de la question fondamentale de
la stabilité globale du point d'équilibre endémique. En effet, la méme erreur a été reproduite dans
ces deux travaux. Ainsi, nous avons mis en lumiere la supposition erronée dont ils se sont basée
pour mener leur étude et puis nous avons tenté de refaire I'analyse de stabilité globale de ces
modeles. Apres |'étude de stabilité globale de ces trois modeles, nous avons terminé par |'étude
d'observabilité d'un modele S/ avec n classes d'infectés. Nous avons déterminé |'observateur

grand gain pour ce dernier modele.

Mots clés : Systemes dynamiques non linéaire, modeles épidémiologiques, stabilité globale,
méthodes de Lyapunov, théoréme de Poincarré-Bendixson, méthode de Li-Muldowney, méthode

de Jacquez et al., observateur grand gain.



Abstract

The aim of this thesis is to give an analysis of the global stability and the observability of some
epidemiological models with several stages of infected. We have made successively the study of
the global stability for some S/, SIS and an another S/ models with two classes of infected.
At the two last models, we have made again the study, for the authors who studied them gave
an erronous analysis to the fondamental question of the global study of the endemic equilibrium.
Indeed, the same mistake has been done on the two works. Thus, we have propose to make light
on erronous supposition on which they based their study, then we have tried to make another
analysis of the global stability of those models. After that, we have end by the observaibility study
of a S/ model with n classes of infected. We have determined the high gain observer for that

model.

Keywords : Nonlinear dynamical systems, epidemic models, global stability, Lyapunov's me-
thods, Poincarré-Bendixson's theorem, Li-Muldowney's method, Jacquez and al. method, high

gain observer.






Introduction générale

Les modeles mathématiques occupent de plus en plus une place fondamentale dans I'analyse
de la propagation et du controle de certaines infections. Un simple modele joue un rdle significatif
pour une meilleure compréhension de I'expension d'une épidémie. Dans ce travail nous abordons
spécifiquement les modeles compartimentaux. Les fondements de I'approche de |'épidémiologie
basée sur les modeles compartimentaux ont été établis par des médecins de santé publique comme
Sir Ronald Ross, W. H Hamer, Anderson Gray Mckendrick et William Ogilvy Kermack entre les
années 1900 et 1935. La paternité de ces types de modeles peut-étre attribuée a Ronald Ross,
qui a obtenu le prix Nobel de physiologie ou médecine en 1902 pour la preuve que le paludisme
est transmis par des anopheéles.

Un modele épidémiologique est formé de deux parties : compartiments et régles. Les comparti-
ments divisent la population dans les différents états possibles par rapport a la maladie. Les regles
spécifient la proportion des individus passant d'une classe a une autre. Ainsi, dans un cas a deux
compartiments, il existe une proportion d'individus sains devenant infectés et, selon les maladies,
il peut aussi exister une proportion d'individus infectieux étant guéris. L'acronyme utilisé pour
un modele est généralement fondé sur I'ordre de ses regles. Dans le modele S/S, un individu
est initialement sain (S), il peut devenir infecté (/) puis étre guéri (S); si la guérison n'est pas
possible, alors il s'agit d'un modele S/. Par rapport aux caractéristiques de I'infection, il existe
plusieurs types de compartiments dont on peut citer entre autres le compartiment des latents, qui
existe dans le cas ou I'infection met un temps important pour rendre |'individu infectieux. Ce com-
partiment est d’habitude noté E du fait de |'abréviation de |'anglais « exposed compartment ».
Le compartiment des vaccinés (V/), des rétablis (R) peuvent aussi étre cités, entre autres. Par
ailleurs, si la maladie est transmise par un vecteur, les compartiments des vecteurs vont s'ajouter
aux compartiments d’humains. Toutefois, dans ce travail nous allons considérer des infections a

transmissions directes et comportant uniquement les compartiments susceptibles et infectés. Par
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conséquent, nous allons porter notre étude sur des modeles S/ et S/S.

Les modeles S/ et SIS modélisent plusieurs types d'infections. Parmis ces infections nous pou-
vons citer le VIH-SIDA, qui n'admet pas d'immunité et sévit dans le monde entier, et qui peut
étre modélisé par un modeéle S/. Nous pouvons citer aussi le choléra, qui est fréquent en Afrique
subsaharienne, et peut étre modélisé par un modele S/S. En dehors de ces deux infections citées,
I'’Afrique subsaharienne est soumise régulierement a une pléthore d'infections. La plupart peuvent
étre modélisées par des systemes S/ ou S/S. Clest le cas de l'infection a virus EBOLA qui a
semé la panique, récemment en 2014, dans toute la sous région ouest africaine. A ce sujet, nous
citons le modele « Be-CoDis : Between-Countries Disease spread » élaboré par le Dr D. Ngom
et coauteurs, pour endiguer I'évolution de |'infection. Compte-tenu de toutes ces considérations,
il s'avere important d'étudier ces types de modeles. Le travail mené dans ce manuscrit de these
concerne |'étude de la stabilité et d'observabilité de modeles épidémiologiques.

Ce travail est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre nous donnons les outils mathématiques nécessaires a I'étude des
systemes d'équations différentielles ordinaires issus des modéles obtenus.

Dans le second chapitre, nous exposons quelques modeles épidémiologiques importants pour
la compréhension de certains outils pour I'analyse mathématique. C'est ainsi que nous présentons
le modele de Bernouilli, qui est I'un des modeles épidémiologiques les plus anciens, ainsi que le
modele de Kermack et Mckendrick. Ces modeles démontrent clairement |'apport de I'épidémio-
logie mathématique dans la conduite des politiques de santé publique. En effet, aprés avoir mené
une étude rigoureuse de la petite variole, qui était trés redoutée a I'époque, Bernouilli tire des
résultats importants, qui au début ont eu du mal a étre acceptés, mais qui ont fini par s'imposer.
Apres son étude, Bernouilli préconise I'inoculation d'une forme moins virulente du virus, ce qui
était une pratique trés contestée des médecins. En fait, les résultats qu'il a obtenus montre que
I'espérance de vie d'une population vaccinée est supérieure a celle d'une population non vaccinée.
Fort de ce résultat, Bernouilli dit que : « l'intérét public demandera toujours, non seulement
que I'on emploie I'inoculation, mais encore qu’'on se hate de I'employer » (paragraphe 14 de son
article [3]).

Par ailleurs, le modele de Kermack et Mckendrik exposé dans ce chapitre intoduit la notion de R
appelé le taux de reproduction de base. Il représente le nombre de nouveaux cas engendrés par

un seul individu infecté introduit dans une population constituée entierement de susceptibles. Ce
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taux joue un rdle fondamental dans |'épidémiologie mathématique, car sa valeur nous renseigne
s'il y a possibilité d'épidémie ou pas. Apres |'exposé de ce modele de Kermack et Mckendrik, nous
présentons le modele de Vargas, qui est un modele de type S/S, dont I'étude date de 2011 (voir

[69]). Il s'agit d'un modele avec une incidence définie par la loi de I'action de masse La

S+ 1
méthode directe de Lyapunov est utilisée pour prouver la stabilité autour des points d'équilibre.

Sachant qu'un point d'équilibre épidémiologique est un point d'équilibre tel que s'il est atteint,
le nombre d'infectés ne varie plus. Les systemes épidémiologiques admettent un point d'équilibre
sans maladie (extinction de la maladie : / = 0), et un ou plusieurs points d'équilibre endémique
(persistence endémique de la maladie : | # 0).

Dans le troisieme chapitre, nous effectuons I'étude de la stabilité globale du modéle épidémique

avec deux classes d'infectés et une fonction d'incidence masse action suivant :

: S
S= bN-— (61/1 +,82/2)N — ,U,S,

: S
L= (Bih +52/2)N—(IJ«+’Y)/1,
b= vl —(u+d)b.

(0.1)

Les détails sur les paramétres sont donnés au niveau du chapitre. Plusieurs travaux ont été faits
sur ce type de systeme, dont les plus remarquables sont [67, 64, 51, 59, 37]. Les auteurs dans [67]
ont travaillé sur un systeme similaire a (0.1), et ils ont méme travaillé sur n classes d'infectés.
Cependant, ils ont utilisé un recrutement constant, ils ont pris A a la place de b/N, ce choix a
rendu I'étude de points d'équilibre endémique difficile pour notre systeme. Mais aussi, ils ont pris
v = d. Mais le plus important, ils ont utilisé une supposition lourde reliant tous les parameétres
pour conclure sur la stabilité globale du point d'équilibre endémique, [a ou nous avons supposé
que le taux de natalité est plus important que la surmortalité induite par l'infection (b > d). De
méme, dans la démonstration établie dans la preuve de la stabilité globale du point d'équilibre
endémique, les auteurs de [64] font une supposition trés lourde et trés difficile a réaliser. Dans
[51], les auteurs travaillent avec un seul taux de contact. Dans les travaux [59, 37], des modeles
similaires au notre ont été considérés, mais les auteurs de [37] ne traitent pas la question de la
stabilité globale du point d'équilibre endémique, mais aussi I'auteur de [59] suppose que B; = 3>
et y=d.

Nous avons effectué I'étude de (0.1) en déterminant le systéme des proportions. Nous avons prouvé

I'existence et I'unicité du point d'équilibre endémique sous une condition. Puis, nous avons utilisé
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la théorie directe de Lyapunov pour conclure sur la stabilité globale du point d'équilibre sans
maladie. Ensuite, en utilisant la théorie de Poincaré-Bendixson, nous avons prouvé la stabilité
globale du point d'équilibre endémique. Enfin, nous avons effectué des simulations numériques
pour illustrer les résultats de stabilité.

Nous abordons dans le quatrieme chapitre I'étude de la stabilité globale d'un modele épidé-
miologique avec une incidence non linéaire. L'incidence utilisée dans ce chapitre comporte une
fonction puissance. Ce type d'incidence a été utilisé dans les travaux [56, 57]. Il s’agit d'un mo-
dele revu. En effet, nous avons découvert une erreur dans I'article [10] qui invalide les résultats
dominants du travail, a savoir les résultats de stabilité globale du point d'équilibre endémique. Le
systeme est le suivant :

S= A= (Bl +Bod)SP — uS + a,

[= (Bl +Bad)SP = (+7)], (0.2)

J= vyl—(p+d+ o)l
C'est un modele de type S/S. Les auteurs ont prouvé la stabilité globale du point d'équilibre
sans maladie du systeme général, et pour le cas endémique, ils ont travaillé sur (0.2) pour les
cas particuliers p = 1 ou d = 0, cependant ils affirment que I'ensemble : [* = {(S,/,J) € I :
S+ 1+ MZC/J = 2} est invariant, avec I = {(S5,1,J) € Ri S+ 14+U< A} Or, comme
nous allons le montrer, cet ensemble n'est pas invariant pour le systéme (1.1). Ainsi,nous avons
determiné les points d'équilibre du systeme, puis, montré la stabilité locale du point d'équilibre
endémique. Nous avons prouvé la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie. Puis, nous
avons prouvé la stabilité globale du point d'équilibre endémique sous la condition @ = 0 ou
B1 = 0. Le cas ou « et (B; sont a la fois nuls est traité par Korobeinikov et Maini dans [44].
Enfin, en utilisant la technique de J. Jacquez et C. Simon exposée dans [67], nous prouvons, avec
une condition sur les parametres, la stabilité globale du point d’'équilibre endémique dans le cas
ou tous les parameétres sont non nuls.

Nous effectuons dans le cinquieme chapitre |'étude de la stabilité globale d'un modele épi-
démiologique avec une incidence non linéaire dépendant d’'une fonction. C'est aussi un travail
de révision. Comme dans I'article [10], I'erreur touche au résultat de stabilité globale du point
d'équilibre endémique. Nous tentons dans ce chapitre d'apporter une solution au probleme posé
par les auteurs de [63]. L'erreur commise est la méme dans les deux articles, d’ailleurs elle a été
d’'abord soulignée dans I'article [63] qui est antérieure a I'article [10], d'ou la nécessité et I'urgence

4 Analyse de modeles épidémiologiques a plusieurs
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de souligner et de corriger ces importants travaux. Le systeme utilisé dans ce travail est assez
original, du fait qu'il utilise une incidence non-linéaire dépendant d'une fonction qui n'est pas
définie explicitement, ce qui le différencie de [10, 67, 43, 42, 51, 37, 57, 30]. Le systeme étudié

est le suivant : _
S= M= (chif(h)+ cBaf(l2))S — 1S,
li = (cBaf(h) + cB2f(12))S — (b +7)h, (0.3)
L= vl —(u+d)b.

Nous avons dans un premier temps établi la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie par
une fonction de Lyapunov, puis la stabilité locale du point d'équilibre endémique par le critére
de Routh-Hurwitz, enfin nous avons établi la stabilité globale du point d'équilibre endémique
sous une condition, par la méthode de Li-Muldowney qui est une approche nouvelle et puissante
d’'analyse de stabilité globale. Avant de donner les résultats de stabilité, nous avons rappelé les
différents points d'équilibre et le taux de reproduction de base.

Enfin, le sixieme chapitre concerne I'étude de I'observabilité du systeme S/ avec n classes

suivant : _
S= N=3LiGilip(S) — uS,
= YL Bilip(S) — (kb +m)h,
b= mh—(u+7)b (0.4)
/n = rYn—lln—l - (,U, + d)/n
En posant x = (S, /1,...,1,)7 et y = I,, nous montrons que notre étude d'observabilité du

systeme (0.4) se résume au systéme suivant :

x = f(x)
{ Y = h(x). (0.5)

ou f représente la dynamique de I'infection et h(x) = (0,...,1).x.
Nous étudions |'observabilité du systeme, construisons un observateur grand gain pour le systeme,

et effectuons des simulations pour un cas particulier du systéme (n =2 et ¢ = /).
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Chapitre 1

Quelques rappels : notions de Stabilité et
d’observabilité
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1. Préambule

Considérons le systeme autonome suivant :

x = f(x)

ou f: D — R" est localement lipschitzienne de D C R"” dans R".

Définition 1.1.
X € D est dit point d'équilibre de (1.1) si f(X) = 0. Un point d’équilibre X est :

7
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stable : si, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

I1x(0) — R|| < 8 = ||x(t) — X|| < & Vt>0,

instable : s'il n'est pas stable,

attractif : s'il existe 0 > 0 tel que
[|x(0) = X|| <0 = tll_@ox(t) = X,

globalement attractif : si pour tout x(0) € D, lim;_ x(t) =X,

|
XI

asymptotiquement stable : s'il est stable et attractif.

Remarque 1.1.

L attractivité n'implique pas la stabilité sauf dans le cas linéaire x = Ax.

2. Stabilité locale

2.1. Premiére méthode de Lyapunov

Définition 1.2.

On appelle systéme linéarisé du systeme (1.1) en X, le systéme
x = Df(X)x,
ot Df(X) est la dérivée de f en X.

Théoréme 1.1 (Poincarré-Lyapunov).

1. Si Df(X) a toutes ses valeurs propres a partie réelle strictement négative, alors X est

asyptotiquement stable.

2. Si Df(X) a au moins une valeur a partie réelle strictement positive, alors X est instable.

Remarque 1.2.

Dans beaucoup de cas, la détermination des valeurs propres n'est pas évidente. Ainsi, nous allons
donner quelques méthodes qui ne nécessitent pas la connaissance exacte des valeurs propres. Il
s'agit du critére de Routh-Hurwitz, du critéere de Li-Muldowney pour la stabilité locale, et en
fin, au niveau de I'appendix, nous allons donner la régle des signes de Descartes, qui permet de
connaitre le signe (la forme) des racines du polynéme caractéristique sans les déterminer.

8 Analyse de modeles épidémiologiques a plusieurs
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2.2. Critéere de Routh-Hurwitz et régle de Descartes des signes

Critere de Routh-Hurwitz
Le critere de Routh-Hurwitz permet de déterminer une condition nécessaire et suffisante pour

qu'un polyndome admette toutes ses racines dans le demi-plan gauche ouvert.

Définition 1.3.
On appelle polynéme de Hurwitz, un polynéme réel qui a toutes ses racines dans le demi-plan

gauche.

Considérons le polynéme caractéristique P(X\) de Df(X) :

P(A\) = a\"+ a, A" L+ + ag.

AT an n—2 -4 ' A do Az a
-1
A" dp-1 | dp-3 dp-5 a1 srod2 do
N2 || bp_s | bpea bpe --- n pair nimpair
n—3
A Cn-3 (2.1)
>\1
)\0

La premiére colonne du tableau est appelée colonne des pivots. Elle contient les coefficients des

termes en p" 2% dans I'ordre des puissantes décroissantes.

n—1-2k

La deuxieme ligne contient les coefficients des termes en p , et se termine suivant la parité

de n. Les lignes suivantes sont remplies en suivant les lois de formation suivantes :

b o —1 dp dpn—> b o -1 dn  dn—i
n—2 — ) n—i —
dn—1| dn-1 dn-3 dp—-1| dn-1 dn—i—1
c _ —1 dpn—1 dn-3 c _ —1 dn—1 dn—j
n—-3 — ' n—j —
bn—2 bn—2 bn—4 bn_2 bn_2 bn—j—l

Si nécessaire une case vide est prise égale a zéro.

Le calcul des lignes est poursuivi jusqu'a ce que la premiére colonne soit remplie.

Critere 1.1 (Routh-Hurwitz).
Le systeme est stable si et seulement si tous les termes de la premiére colonne sont strictement
positifs.
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Propriété 1.1 (de la méthode). — Il y a autant de racines & partie réelle positive que de
changements de signe dans la premiére colonne.

— L'apparition de lignes de zéros indique I'existence de racines imaginaires pures (par paires).
Dans ce cas, correspondant a un systéme oscillant, on continue le tableau en remplacant
la ligne nulle par les coefficients obtenus en dérivant le polynéme reconstitué a partir de la
ligne supérieure, les racines imaginaires pures étant les racines imaginaires de ce polynéme

bicarré reconstitué.

Regle de Descartes des signes

Considérons un polyndme de degré n a coefficients réels :
P(x) = a0+ aix + axx” + ... + apx", a, # 0. (2.2)

Le critere de Descartes s'applique lorsque le polyndme P(x) est ordonné par puissances crois-
santes ou décroissantes comme en (2.2). Deux coefficients a, non nuls successifs forment une
permanence s'ils sont de méme signe, et une variation s'ils sont de signes opposés. Le critére de

Descartes spécifie alors :

Critere 1.2. Le nombre n, des racines réelles positives du polynéme P(x) = O est inférieur ou
égal au nombre \/ des variations des coefficients du polynéme ordonné, et ces deux nombres ont

la méme parité.

Ainsi pour
P;(x) = 8x° — 7x> — 5x — 6, on obtient V = 1, donc n, = 1,
Ps(x) = 4x" — 6x° + 9x® + 3x* + 2x® — 7x? + 4x — 3 donne V =5, donc n, = 1; 3 ou 5.
Bien entendu le méme critére peut s'appliquer a «l'équation aux opposés» pour laquelle
= —x et donner ainsi des indications sur le nombre n, des racines réelles négatives de I'équation

y
(1) a partir du nombre V;, des variations du polyndme Q(y) correspondant :
P(X) = Q(y) =ap+ aiy + 32y2 — a3y3 + ...+ (—1)”3,7_)/”.

ce qui conduit a V,, = 3 et donc n, = 1 ou 3 pour le polynéme P;(x), et a V,, = 2, donc
n, = 0 ou 2 pour le polynéme Pi(x). On remarquera que V + V, = n dans le cas général ou
les coefficients a, sont tous non nuls (on dit qu'il n'y a aucune lacune). Comme il y a au total
n racines pour une équation de degré n, le critere de Descartes ne donne alors aucune indication

sur les racines complexes.
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Proposition 1.1.

Si tous les coefficients de P sont strictement positifs alors P n’admet pas de racine positive.

Corollaire 1.1.
Si tous les coefficients de P sont non nuls et de signe alterné alors P n’'admet pas de racine

négative.

Proposition 1.2.

Si il y a une variation des coefficients de P alors P admet au moins une racine positive.
2.3. Utilisation de la deuxieme composée additive de matrice

Cette méthode est tres utile quand le point d'équilibre X n'est pas connu explicitement. Et
a I'image du critére de Routh-Hurwitz, elle ne nécessite pas la connaissance exacte des valeurs

propres du Jacobien pour conclure sur la stabilité.

Lemme 1.1 (Li and al., [51]).

Soit A une matrice réelle n x n. Pour que A soit stable, il faut et il suffit que :

1. la deuxiéme composée de matrice APl (en anglais : second additive compound matrix) soit

stable,

2. (—=1)"det(A) > 0.

Généralement, pour éviter les calculs de valeurs propre de A2, ce résultat est combiné avec

le théoreme de Gershgorin, que nous avons rappelé en Annexe (A.3), avec une application.

3. Stabilité globale

3.1. Méthode directe de Lyapunov

Définition 1.4 (Bassin d'attraction).

L’'ensemble B est appelé bassin d’attraction de X si
x(0) € B= tI|_>ngox(7.‘) = X.

X est globalement attractif si B = D.
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Définition 1.5 (Stabilité asymptotique globale).
Un point d'équilibre X de (1.1) est dit globalement asymptotiquement stable s'il est stable et

globalement attractif.

Définition 1.6 (Fonction de Lyapunov).
Soit X un point d'équilibre pour (1.1). On appelle fonction de Lyapunov pour X, une fonction VV
telle que :
(i) V(x) >0 Vx e D,
(ii) V(x) = O si et seulement si x = X,
(iii) V(x) <0 Vx € D, ot
V(x) = (VV(x), f(x)).

V' est une fonction de Lyapunov au sens strict pour X si V' est une fonction de Lyapunov et de
plus :
(iv) pour tout x € D\ {x} : V < 0.

Théoreme 1.2 (Lyapunov 1892).
Soit X un point d'équilibre de (1.1). S'il existe une fonction de Lyapunov pour X, alors X est
stable. S'il existe une fonction de Lyapunov au sens strict pour X, alors X est asymptotiquement

stable.

Remarque 1.3.
— X est globalement asymptotiquement stable si \/ (fonction de Lyapunov au sens strict) est
définie dans le domaine tout entier, c’est-a-dire ici D.
— La détermination de fonction de Lyapunov est toujours un probléme difficile, et se fait au
cas par cas. Raison pour laquelle, d'autres méthodes sont souvent utilisées. L'une d’elle
est basée sur le théoreme de Poincaré-Bendixson que nous allons étudier au niveau des

propriétés dynamiques.

Dans ce qui suit, nous allons donner un résultat tres important : le principe d’invariance de
LaSalle. En effet, le principe d'invariance de LaSalle permet d'affiner la théorie de Lyapunov. I
donne la stabilité asymptotique méme si la dérivée de la fonction de Lyapunov n'est pas strictement
négative en dehors du point d'équilibre. Avant d'énoncer le théoreme, nous avons besoin de la

définition suivante :
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Définition 1.7 (Ensemble positivement invariant).
Un ensemble <2 est positivement invariant si toute solution x(t) telle que x(0) € Q reste dans

Q pourt > 0.

Théoreme 1.3 (LaSalle-Lyapunov).

Soit V1 D — R" une fonction de Lyapunov telle que V(x) < 0 pour tout x € D. Soit
L ={x € D:V(x) =0} et M le plus grand ensemble positivement invariant inclus dans L .
Alors toutes les solutions tendent vers M quand t — oo. En particulier, si M est réduit a {x},

alors X est asymptotiquement stable.

3.2. Propriétés dynamiques & Bendixson dans le plan

On sait que toute solution de (1.1) est entierement déterminée par la donnée de la condition

initiale (to = 0, xg).

Définition 1.8 (semi-orbite, orbite).

(i) On appelle semi-orbite positive Y (xo) issue d’'un point xg :
{x(t, x0),t > 0}.

(ii) On appelle semi-orbite négative Yy~ (xo) issue d'un point xy :
{x(t, x0), t <O0}.

(iii) L'orbite y(xo) est définie par :
{x(t, %), t € R}.

Définition 1.9 (ensemble invariant).
(i) Un sous-ensemble Q2 de D est dit invariant si pour tout x5 € Q : y(xo) C 2.
(ii) Un sous-ensemble Q2 de D est dit positivement invariant si pour tout xo € 2 : v (xp) C Q.
(i) Un sous-ensemble Q de D est dit négativement invariant si pour tout xo € Q : v~ (x9) C Q.
Remarque 1.4.

1. Un ensemble invariant est a la fois positivement invariant et négativement invariant.

2. L’ensemble D est invariant.
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3. Un point d’équilibre est un ensemble invariant.
4. Une orbite est un ensemble invariant.

5. Une semi-orbite positive est un ensemble positivement invariant.

Définition 1.10 (ensemble invariant minimal).
Un ensemble 2 C D est un ensemble invariant minimal si c’est un ensemble non vide, fermé et

invariant qui ne possédent pas de sous ensemble propre ayant ces propriétés.

Proposition 1.3.
Soit E, un ensemble non vide, compact et invariant. Alors, E contient un ensemble invariant

minimal.

Définition 1.11 (attraction).
(i) Un point xo est attiré par un ensemble E C D si
lim; 100 dist(x(t, x0), E) = 0, ot dist(x, E) = inf{||x — y||,y € E} est la distance de x a
I'ensemble E.
(ii) L'ensemble
B(E) = {x € D, tﬂrfoo dist(x(t, x0), E) = 0}

est le bassin d'attraction de E.
(i) Un ensemble E est un attracteur si B(E) contient un voisinage de E. Si B(E) = D alors E

est un attracteur global.

Remarque 1.5.

Il est clair que E est un sous-ensemble de B(E) et que B(E) est positivement invariant.

Définition 1.12 (Oméga limite).
(i) Un point p est dit point w-limite de I'orbite y(xo), s'il existe une suite strictement croissante
(ty), tx — +o0o, telle que

kﬂrpoo x(tk, X0) = p.
(ii) L'ensemble de tous les points w-limite de y est I'ensemble w-limite, noté w(vy).
(iii) Un point p est dit point a-limite de I'orbite Y(xo), s'il existe une suite strictement décroissante
(ty), tyx — —o0, telle que

kETooX(tk’ Xo) = p-
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(iv) L’ensemble de tous les points c-limite de y est I'ensemble a-limite, noté o(7y).
(v) Un point est limite s'il est a ou w-limite.
Remarque 1.6.

1. p ne dépend que de <y et non de xg.

2. w peut étre vide, c'est le cas, par exemple si Yy est une demi-droite.
Proposition 1.4.

Supposons qu'il existe un compact K tel que y©™ C K C D. Alors, w(~y*") est non vide, compact,

connexe et invariant. De plus,
- - + _
im dist(x(t, %), w(Y"(x))) = 0.
Remarque 1.7.
1. Six(t, xq) — X lorsque t tend vers I'infini, alors X est un point d’équilibre et w(y*) = {x}.
Réproquement, si w(~y") = {X} alors X est un point d'équilibre et lim;_,, ., x(t, x0) = X.

2. Un résultat analogue a la proposition précédente reste vrai pour |'ensemble a-limite.

Théoreme de Poincaré-Bendixson

Considérons le systeme autonome suivant :
x =g(x) (3.1)
oll g € C}(R?, R?).
Théoréme 1.4 (Poincaré-Bendixson).
Si vt est une semi-orbite positive bornée (i.e, il existe un compact K tel que y© C K) et si
w(y™) ne contient pas de points d’équilibre, alors w(y") est I'orbite d’une solution périodique,
non stationnaire. De plus
ou bien v = w(y™),
ou bien w(y") =yt \ " (lew(y") Nyt =0).

Supposons que w(y") et a(y~) soient des orbites périodiques, non stationnaire. Si de plus
w(yt) =T\ 7", alors w(y") est appelé cycle w-limte,
a(y™) =7\ 7", alors a(y~) est appelé cycle a-limite.

Un cycle limte est un cycle a-limite ou w-limite.
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Théoreme 1.5.

Tout ensemble K fermé et borné, non vide, positivement invariant, son ensemble w-limite contient
soit :

(i) un point d'équilibre attractif,

(ii) une trajectoire périodique (un cycle limite),

(iii) une reunion de points d’équilibre reliés par des trajectoires reguliéres.

Théoreme 1.6.
Soit y(xo) une orbite fermée(orbite définie par une solution périodique non stationnaire). Alors,
I'intérieur de ¥(xo) contient au moins un point d’équilibre de g ; donc, le systéme (3.1) a un point

d’équilibre.

Remarque 1.8 (Absence de cycle limite).
Dans la majeure partie de I'utilisation du théoréme de Poincaré-Bendixson en épidémiologie, nous
aurons besoin de montrer que le systeme n’admet pas de cycle limite, afin de pouvoir prouver la

stabilité d’un point d'équilibre. Dot I'intérét du paragraphe suivant.

Critére de Bendixson dans le plan

Considérons le systeme (3.1) :

x = g(x) = g(x1, %) = (g1(x), g2(x))
avec g € C1(R?, R?).

Théoreme 1.7 (Critere de Bendixson).
0 0
Soit D un domaine simplement connexe de R?. Si la quantité a—il + a—)gf est non nulle et de signe
1 2

constant sur D, alors le systéme (3.1) n’admet pas de cycle limite entierement contenu dans D.

Théoreme 1.8 (Critere de Dulac-Bendixson).

Soit B une fonction de classe C* sur D, un domaine simplement connexe de R?. Si la quantité
A(B(x)g1(x)) | 0(B(x)g2(x))
_|_
8X1 6X2
n'admet pas de cycle limite entierement contenu dans D.

est non nulle et de signe constant sur D, alors le systéme (3.1)
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3.3. Théorie de Li-Muldowney ou théorie de Bendixson généralisée

Probleme de stabilité globale dans R”

Considérons une EDO dans R" définie par :
x'=f(x), feC*(D,R"), avec D un ouvert de R".
Soit X € D un point d'équilibre de I'EDO (i.e f(X) = 0).

Définition 1.13.

X est globalement stable dans D si :

1.

XI

est localement asymptotiquement stable, et

2. X est attractif dans D, i.e

XI

x(t,xo) = X quand t — oo pour tout xg € D.

Soit € > 0, x; € D, et V un petit voisinage de x,

Définition 1.14.

Un champ de vecteur g € C'(D,R") est une e-perturbation locale de f au point x; si :
1. supp(f —g)ccV
2. ||f = gller < € avec

I = glle: = supfl1F () — 9ol + 1175 — 20y

Définition 1.15.
Un critére de Bendixson est une condition satisfaite par f, qui exclut des solutions périodiques

non constantes de I'équation x' = f(x).

Définition 1.16.
Un critére de Bendixson est dit C' robuste, s'il est satisfait par C* e-perturbations locale g pour

tout € > 0.

Exemple 1.1. Le critére de Bendixson classic : divf(x) < 0 pour n =2 est C! robuste.
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Lemme 1.2 (Pough).
Si x; € D est un point limite tel que f(xy) # 0 alors pour tout € > 0 et tout petit voisinage V

de x1, il existe g une e-perturbation locale de x; tel que
X' = g(x)
qui admet une orbite périodique non constante passant par Xi.

Corollaire 1.2.
Si f satisfait & une condition de Bendixson C* robuste sous de petites perturbations locales, alors

tous les points limites de x' = f(x) sont des points d’équilibre.
Théoreme 1.9 (Li-Muldowney).
Si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. D est positivement invariant.

2. X est I'unique point d'équilibre dans D.

3.

XI

est localement asymptotiquement stable.
4. x' = f(x) satisfait & un critére de Bendixson C' robuste.

Alors X est globalement asymptotiquement stable dans D.

Critéere de Bendixson général

Définition 1.17 (Ensemble absorbant).

Un ensemble K C D est absorbant si pour tout compact D, de D, il existe T > 0, tel que
X(t, Dl) C K, t 2 T.

Soit K C D un ensemble compact absorbant. Soit P(x) une matrice N x N, N = (g) , tel

que : P(x) et P71(x) sont C! pour tout x € K. Soit |z| une norme de R” et u la mesure de

Lozinskil. Soit

ol
BU) = Pr(x)P7 () + P() 5P (x),

1 t
G> = limsup sup ?/ u(B(x(s, x0)))ds.
0

t—oo xpeK
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Théoreme 1.10 (Li-Muldowney).
Soit D un ensemble simplement connexe tel qu'il existe un sous ensemble compact absorbant
K C D. Alors
g <0
est un critére de Bendixson et, il est C* robuste.

De plus, si X est un unique point d’'équilibre dans D, alors G, < O implique que X est globalement

stable dans D.

4. La notion d'observateur

Un observateur est un moyen de mesure qui permet de retrouver tous les états d'un systeme
industriel en disposant du minimum d'informations sur ces états. Ce minimum d'information est
obtenue a I'aide d'un capteur. Un observateur permet donc d’'optimiser le nombre de capteurs dans
une application industrielle; d’oli son intérét économique dans l'industrie. Durant les dernieres
décennies beaucoup de travaux en automatique ont été menés sur la conception d'observateurs.
Particulierement notre but est de construire un observateur grand gain. Ainsi donc, considérons

le systeme général suivant :
x(t) = f(x(t), u(t)),
y() = hix(n). 41

x € X représente le vecteur d'état, et X un ensemble connexe de dimension n,

u € U est I'entrée, et U est un ensemble mesurable de R,

y €Y est la sortie, avec Y un ouvert de R”,
f:R"x R™ — R" de classe C°,
— h:R" — RP de classe C*°.

Notons que x est |'inconnue, et est fonction du temps; les fonctions u et y sont des fonctions

connues du temps.

4.1. Observabilité

Définition 1.18 (Distinguabilité-Indistinguabilité).

Deux états initiaux x, X de X tel que x # X sont dits distinguables dans X si il existe t > 0 et
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u: [0, t] = U une entrée admissible telle que les trajectoires des sorties issues respectivement de

X et X restent dans X pendant la durée [0, t]| et verifient y(t, x, u(t)) # y(t, X, u(t)).
Réciproquement, Deux états initiaux x, X de X tel que x # X sont indistinguables (notés

x1X) si pour tout t > 0 et pour tout u : [0, t] = U pour lesquels les trajectoires issues de x, X

restent dans X, on a : y(t,x,u(t)) = y(t, X, u(t)).

Remarque 1.9.

L’indistinguabilité est une relation d'équivalence. Notons par |(x) la classe d'équivalence de x.

Définition 1.19 (observabilité).

Le systéme (4.1) est
1. observable en x € X si I(x) = {x},

2. observable si I(x) = {x}, pour tout x € X.

Définition 1.20 (Observabilité faible).
Le systéeme (4.1) est faiblement observable [resp. en xo] si il existe un voisinage V/ de tout x [resp.

en xof tel qu'il n’existe pas d’état indistinguable de x [resp. xo] dans V.

Définition 1.21 (Observabilité locale en temps et en espace).

L'état x est localement observable, si pour tout € > 0 et pour tout voisinage V' de x, il existe
n > 0 plus petit que € et un voisinage W de x contenu dans V/, tel que pour tout X € W, il
existe une entrée [0,n] > t — u(t) qui distingue x et X, c'est-a-dire telle que y(n) # y(n). Le

systeme (4.1) est localement observable s'il I'est pour tout x.

Remarque 1.10.

y(t) (resp. y(t)) correspond a la sortie de (4.1) avec I'entrée u(t) et la condition initiale x (resp.
Définition 1.22 (Observabilité locale faible).

Le systéeme est localement faiblement observable en xo € V/, s'il existe un voisinage ouvert
V'(xg) C V contenant xq, tel que pour tout voisinage V"' C V/'(xy) de xy, pour tout point x; €
V"(xq), les couples (xo, x1) sont distinguables et les trajectoires x(t, xo, u(t)) et x(t, x1, u(t))

évoluent 3 I'intérieur de V"' (xq).
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4.2. Critére d’observabilité

La seule facon effective de tester |'observabilité d’'un systéme est de considérer |'application
qui a x associe y et ses dérivées en temps. Nous supposons dans cette section que y et u sont
C>.

Définition 1.23 (Espace d'Observation).
L'espace d'observation du systéme (4.1) est le plus petit espace vectoriel, noté O(h), contenant

les composantes de h : hy, ..., hy, et tel que pour toute entrée u € U et pour tout T € O(h),
0
Le7 € O(h), avec f,(x) = f(x, u) et Ly 7(x) = a—;f(x, u).

Définition 1.24 (Observabilité au sens du rang).
Le systéme (4.1) est observable au sens du rang en xo € X C R" si la dimension de I'espace
vectoriel engendré dO(h)|y, = {dT|x,, T € O(h)} est égal a n.

Le systéeme (4.1) est observable au sens du rang s'il est observable pour tout x € X.

Remarque 1.11.
L ‘observabilité exprime le fait que si I'on connait a I'instant ty la sortie y(t) et toutes ses dérivées,

alors x(ty) est défini de maniére biunivoque.

Théoreme 1.11 (Condition du rang).
— Si le systéme (4.1) satisfait en xo la condition d'observabilité au sens du rang, alors le
systeme (4.1) est observable en x.
— Si (4.1) satisfait la condition d’observabilité au sens du rang, alors il est localement faible-
ment observable.
— Réciproquement, si le systéme est localement faiblement observable, alors il satisfait la

condition du rang dans un ouvert dense de X.

Définition 1.25 (Entrée universelle).
Une entrée u : [0, T] — U admissible est dite universelle pour le systéme (4.1) sur [0, T] si,
pour tout couple d’états initiaux distincts x et x1, il existe au moins un temps t € [0, T| tel que

y(t, xo, u(t)) # y(t, x1, u(t)) . Une entrée non universelle est dite singuliére.

Définition 1.26 (Uniforme observabilité).
Un systéme dont toutes les entrées admissibles a valeur dans U sont universelles est dit U -uniforme

observable.
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4.3. Observateur a grand gain

Un observateur ou reconstructeur d'état est un systeme dynamique qui permet d'obtenir une
estimation de la valeur courante de |'état non mesuré d'un systeme a partir des informations
antérieures sur les entrées et la sortie de ce dernier.

Considérons le systeme suivant :

x(t) = F(R(t), u(t), (1)),
9(t) = h(x(1)), (2

ol X € M variété différentiable telle que h : M — V une submersion (application différentiable
surjective de rang n), X ouvert de R" espace d'état de (4.1); u et y sont les entrées et sorties
de (4.1).

La reconstruction de I'état peut étre schématisé ainsi :

N . i A
x=Ff(x,u) Observateur| ¢

&=fRu,y)

Figure 1.1 — Schéma observateur

Définition 1.27 (Observateur).
(i) On appelle observateur de (4.1), tout systeme auxiliaire sous la forme de (4.2) dont la sortie

de I'état estimé X(t) est tel que :
le(t)]| = [1x(t) = x(t)[] = 0 quand t — oo,

e(t) s'appele I'erreur de I'observation.
(ii) Le systeme (4.2) est un observateur asymptotique local de (4.1), s'il existe xo € X et un
voisinage V, de xy tel que :

lim e(t) = 0.

t—o0

(iii) Le systeme (4.2) est un observateur global de (4.1) si
A, e(t) =0
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pour toute condition initiale x(0) € X et X(0) € M.

(iv) Le systeme (4.2) est un observateur exponentiel de (4.1) si
X >0 tel que |le(t)]| < pe *[le(0)].

Pour la suite, nous nous placerons dans le cas ou (4.1) est un systeme autonome affine par

rapport a la commande. Nous avons :

x(t) = f(x)+ g(x)u,
{ y(t) = hx). (4.3)

Considérons I'application

$: R —s G(R")
h(€)
Le(h)€
£ .
Ly (h)¢
ou L¢(h) représente la dérivée de Lie a I'ordre 1 de h, et a pour expression :
i Oh(x)

Le(h)=)> f;
(W =369,
et les dérivées successives sont données par
LPh = Ls(L27*(h)) avec Lth=L¢h et L%h=h.

Nous supposons que (4.3) est observable pour toutes les entrées et que ¢ : R” — ¢(R") est un

difféomorphisme et effectuons le changement de variable suivant :
z1=h, z="Lg(h), -, z,= LT *(h).

Proposition 1.5.

Le systéme (4.3) est observable si et seulement si par ¢ (4.3) devient :

21 7 91(2)

_ Z 73 92(2)

z= |~ 5 + : u (4.4)
Z, ©(2) 9n(2)

y= Cz.

ot C=1[1,0,---,0].
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Remarque 1.12.
Nous demandons que @ et g; soient globalement Lipschitzienne pour que les trajectoires de (4.4)

ne partent pas a l'infini.

Le second membre de (4.4) est égal F(z) + G(z), avec :

91(z)
F(z) = Az + et G(z) = ;
w(z 9n(2)
ou

010 0
0 01 0
A= S :
0 0O 1
0 0O 0

Théoreme 1.12. Supposons que (4.4) est uniformément observable et que ¢ et g; Lipschitzienne

alors :
2=F(2)+G(2)—-S;iCHCz—y)

est un observateur pour (4.4). De plus pour 0 assez grand ||Z — z|| < Ke™"||2y — 2. Avec S

vérifie 0Sy + AtSy + SyA = CC? c'est-a-dire Sy solution stationnaire de
—Sp=0Sp + A'Sy + SpA— CCE.

Lemme 1.3.
—So = 0Sp+ AtSp+ SpA— CCt admet une unique solution stationnaire Sy dont les coefficients

sont donnés par Sg(i,) = lim_o0 Se(i,J) = Sl(I,J)W ol S; est obtenue pour 6 = 1.

Théoréme 1.13.

L 'observateur grand gain du systéme initial est donné par :

=F(X)+G(X) — lgﬂ B S;tCHCR —y)
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Chapitre 2

Quelques modeles épidémiologiques
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Ethymologiquement, le mot épidémiologie signifie : études sur les populations. Force est de
noter que le mot épidémiopathologie est le plus appropié car, signifiant : études sur les maladies
des populations. Pourtant, la définition pratique du mot est : une science s'intéressant a la
distribution et aux déterminants des maladies dans la population, dans le but :

— de contribuer a la connaissance de leurs causes,

— de les prévenir et de les contrbler dans la population,

— de guider la politique de santé,

— d’aider a maintenir les individus en bonne santé et a traiter les maladies.

Le champ d'étude de I'épidémiologie reste les maladies infectieuses. Ces derniéres représentent
des maladies provoquées par transmissions de micro-organismes tels que : les virus, les bactéries,
les parasites, les champignons, les lévures. Nous pouvons citer quelques maladies infectieuses : la
tuberculose, la maladie de Lyme, la dengue, le chikungunya, I'hépatite B, le paludisme, le VIH
SIDA, etc.
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1.. MODELE DE BERNOUILLI

Avec les données recueillies sur les infections, les mathématiciens élaborent des modeles mathé-
matiques, afin de pouvoir étudier les infections avec les outils mathématiques. Cette approche de
I'épidémiologie n'est pas trés ancienne, et s'impose de plus en plus grace a son apport, que nous
allons présenter dans la suite. Elle constitue |'épidémiologie mathématique.

L'épidémiologie mathématique a connu beaucoup d'essort au cours des dernieres décennies. His-
toriquement, le travail de Bernouilli sur la variole fait parti des plus anciens, et occupe une place
importante. || a permis de mettre en lumiere tres tot I'importante contribution des mathématiciens

dans I'épidémiologie.

1. Modele de Bernouilli

Certains le considerent comme étant le premier modéle mathématique en épidémiologie. Le
modele de Daniel Bernouilli 1760 est basée sur I'étude de la variole.

Pour combattre la variole, les médecins inoculent une certaine forme, que I'on espéere peu

virulente de la maladie, par scarification avec le contenu de la substance suppurant des vésicules
d'un malade, ce qui est sans doute tres risqué.
Le but du travail de Bernouilli était de donner une estimation quantitative des avantages et
inconvénients de |'inoculation antivariolique. Nous allons exposer de facon résumé le modele de
Bernouilli, pour les détails il faut se réferer a son travail [3]. Les données disposées par Bernouilli
sont :

— [ : taux d'attaque de la variole par an et par susceptible,

— v proportion de variolés qui meurent de la variole,

— 1/N proportion de personnes qui meurent de l'inoculation.

Les estimations numérique de son temps sont : B ~ 1/8, v ~ 1/8 et N ~ 200. Par ailleurs,
Bernouilli disposait de la table de cohorte de Halley. Il s'agit d'une table composée de deux
colonnes : une pour le temps t en unité d'années et la seconde pour le nombre de survivants £(t),
a I'époque t, issus d'une cohorte (personnes nées la méme année) de taille initiale £(0).

Bernouilli désigne par S(t) le nombre de susceptibles vivant en t dans la cohorte de Halley et
commence par construire une fonction a I'aide de ses données. Son idée consiste a ramener la
variation totale d'une population a un seul individu en imaginant bien slir un comportement

homogene de ses membres. |l considere par ((t) le nombre de survivants en t d'une cohorte de
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taille initiale {(0) = £(0) qui ne subit pas la variole. Il élabore le modeéle suivant :

SUJ==—ﬁSU)+(ﬂt)+u65@D§ég,

o _ B +vBS(0)
(1) = —u()C(D) = S

Avec wu(t) étant le taux instantané de mortalité per capita pour toutes les causes autres que la

variole. £(t) est connu grace a la table de Halley. Comme, il est admis que les nouveau-nés sont

susceptibles d'attrapés la maladie, donc S(0) = £(0). On montre que :

d (&(t)\ _ &(1)
dt (sm) =B5iy —vh
. T . o X £(t)
Cette relation est une équation différentielle du premier ordre linéaire et inhomogene pour S
oo €(0) el .
avec la condition initiale = 1. Sa résolution donne :
5(0)
£(1) ¢
=(1—
50 (1—v)Pt 4+ v,
d'ol o
_ £(t
St = (1—v)ePt+ v

Donc S(t) peut étre calculée grace a £(t), qui est connu.

D’autre part, nous avons :

@_@:UﬁS(f) _ B
(t) &) £(t)  (1—v)edt’

en intégrant I'équation et tenant compte de la condition initiale prise dans le tableau de cohorte
¢(0) = 1300, il obtient :

CUn g wpds o
n&(t)_/o (1—-v)ePs+v n(l—u)ef’“ru'
on en déduit que : &)
t
=1 e

De méme la connaissance de £(t) permet la détermination de ((t).
Conclusion de Bernouilli Notons que Bernoulli calcule d'abord I'espérance de vie d'une popu-

lation inoculée sans aucun risque, 29 ans et 9 mois, avant d’'arriver a 29 ans et 7 mois « tout
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2. MODELE KERMACK ET MCKENDRICK

tribu payé », ce qui est son expression pour signifier qu'il a tenu compte de ce que I'inoculation
elle-méme est mortelle une fois sur 200. Il a donc beau jeu d'insister : « I'intérét public demandera
toujours, non seulement que I'on emploie I'inoculation, mais encore qu'on se hate de I'employer

» (paragraphe 14 de son article ([3])).

2. Modele Kermack et Mckendrick

2.1. Présentation du modele

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le modele de Kermack et Mckendrick. C'est un
modele compartimental simple. En effet, les individus sont compartimentés selon |'état clinique

en individus sains (S), infectieux (/) et guéris (R).

s- g%
= B3 -, (2.1)
R= ~l.

L'élément crucial dans ce modéle en compartiment est indibutablement le processus de contagion :
comment un individu susceptible devient infecté. Comme ce processus de contagion rend compte
du passage du parasite d'un individu infecté a un individu susceptible, on comprend que le nombre
de nouveaux malades dépend non seulement du nombre d’'individus susceptibles, mais également
du nombre d'individus déja infectés présents dans la population. On pourrait ainsi naivement
penser que la force d'infection est proportionnelle au nombre / d'individus infectieux dans la
maladie :

A =gl (2.2)

ou le parametre 3 rend compte du taux de contact infectieux. Il est important de noter ici que ce
parametre dépend a la fois de propriétés intrinseques a la population héte, des caractéristiques du
parasite et de la maladie étudiée (Keeling et Rohani 2007). Une expression de 3 souvent proposée

est :
B =—cIn(l-—p) (2.3)

ou c est le taux de contact entre individus (propriéte intrinseque a la population hote) et p,
la probabilité qu'il y ait infection sachant que le contact a eu lieu avec un individu infecté

(caractéristique du parasite et de la maladie). Ici le terme “contact” est pris dans son sens le
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plus large. Il peut s’agir de conctact direct pour les maladies a transmission direct ou de contact

indirect pour les maladies a transmission indirecte.

2.2. Etude du modeéle

Existence d’épidémie
La premiére question qu’'on se pose est de savoir s'il y a possibilité de voir apparaitre une épidémie
d'une infection modélisée par ce modele, dans une population de sains. La réponse a cette question
peut se faire en examinant (2.1),. Cette équation informe que le nombre de malades augmente

deés que | >0, ce qui revient a r = 3S/N —« > 0, ou encore R > 1, avec
R =BS/(yN) (2.4)

ou R est le taux de reproduction de la maladie. Pour savoir si une épidémie de |'infection peut
apparaitre, il suffit d'examiner la valeur de R lorsque tous les individus sont sains, S = N. Dans

ce cas, le taux est égal a :
Ro=PB/v (2.5)

et Ro est appelé le taux de reproduction de base. Il représente le nombre de nouveaux cas
engendrés par un seul individu infecté dans une population constituée entierement de susceptibles.
Ce taux joue un role fondamentale dans I'épidémiologie, car sa valeur nous renseigne s'il y a
possibilité d'épidémie. Et en général, une épidémie peut avoir lieu dés que Ry > 1 et impossible
pour Ry < 1.

Détermination du nombre maximal d’infectés

Il serait utile du point de vue de la santé publique de connaitre le nombre maximal atteint par les
infectés (/pmax) lors d'une épidémie. Toujours, considérons I'équation (2.1),, que 'on réécrit sous

la forme :

d1/dt = (BS/N 1)l = (BS/N —¥)(~ 52 NjpS) = ~dS/dt(1 ~yN/(BS)),  (26)

donc
dl = (yN/(BS) —1)dS.

En intégrant cette derniere équation, on obtient :

18 = Iy — S(8) + So + N 1 20

YN S(t)
B S, "

— |
B S0

— N - 5(t) +

29 Analyse de modeles épidémiologiques a plusieurs
classes d'infectés : stabilité et observabilité



3.. MODELE SIS DE VARGAS

et I'étude de cette équation montre que / admet un maximum si S = yN/G, il est égal a
Imax = N(1 —y/B+ Z1In gg\i).
Points d’équilibre Un point d'équilibre épidémiologique est un point d'équilibre tel que s'il est
atteint, le nombre d'infectés ne varie plus. |l existe deux équilibres pour ce systeme :

— extinction de la maladie : / = 0 (point d'équilibre sans maladie),

— persistence endémique de la maladie : S/N =v/8 = 1/Ro.
Cette derniere condition nous offre une méthode simple d’estimation du Rg. Rq est égal a l'inverse

de la proportion de susceptibles a I'équilibre endémique (S/N).

3. Modele S/S de Vargas

Dans ce paragrahe, nous présentons un modele épidémiologique simple de Vargas ([69]), nous

allons effectuer I'étude de stabilité. Il s'agit d'un modele SIS, avec une incidence définie par la

loi de I'action de masse . La méthode de Lyapunov sera utilisée pour prouver la stabilité.

S+
3.1. Présentation du modele

Certaines infections ne conferent pas d'immunité permanente. Les individus guéris rede-
viennent immédiatement susceptibles. Ces types d'infections sont modélisées par des modeles
S1S. La population totale représentée par N est divisée en deux compartiments : le comparti-
ments des susceptibles, noté S, et le compartiment des infectés, noté /. Le modeéle est représenté

par le diagramme suivant :

al

A BSI/(S+1)

! (p+0)1

Figure 2.1 — diagramme de transfert pour le SIS

Le recrutement est égal a A, le taux de contact est 3, le taux de mortailité est égal a u, la
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surmortalité causée par l'infection est égal a o, le taux de guérison est ¢.

Le diagramme indique alors que le systeme est donnée par :

. /
S= /\—ﬁ—uﬁ—l—d)/,
S+ (3_1)
e By
T sy W '

L'équation différentiel de la population totale est donnée par :

d(S +1)

It =N—u(S+1)—al (3.2)

Nous tirons de la relation précédente, que I'ensemble
Q={(S51)eRL, S+ 1<A/u}, (3.3)

est invariant pour (3.1). Par ailleurs, il existe deux points d'équilibre, qui sont obtenus gréace a la
résolution de (3.1), pour S = / = 0. Notamment le point d'équilibre sans maladie £, est obtenu
en ajoutant la condition / = 0, la résolution de (3.1) donne Eq = (A/w, 0). Et le point d'équilibre

endémique E* est obtenu avec la condition / # 0. Le calcul donne :

( ANu+ ¢+ a) ANB— (u+¢+a)) )
pp+o+a)+(a+pu)B—(b+d+a) put+todt+ta)+(a+u)B—-(u+d+a)))

De plus, le taux de reproduction de base, qu'on peut calculer en prenons I'inverse de la proportion

de susceptibles a I'équilibre, est donnée par :

B

Ro= ——.
T u+o+a

Nous allons examiner la stabilité autour des points d'équilibre.

3.2. Stabilité globale du point d’équilibre sans maladie

Théoréme 2.1.

SiRo < 1, le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

1
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La dérivée de V' est donnée par :

V(S 1) = Sl_i_/(BS—(a+u+¢)(5+l)),
= —(a+u+¢)5+,((1—7€o)5+/)-

V'(S,1) < 0sil #0,etV(S, 1) =0 uniquement au point d'équilibre sans maladie. D'ou, d'apres
le théoreme de Lyapunov : le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement
stable.

3.3. Stabilité globale du point d’équilibre endémique

Théoréme 2.2.

SiRo > 1, le point d'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

S+1], (at2u)(s +1)

L=|(S=S)+(=1) = (S +1) g o

/
(=1 =1 7).

La fonction L est strictement positive pour (S > 0,/ > 0), et est égale au point d'équilibre

endémique. La dérivée de L est :

[(S—=S*)+ (I —1)]d(S+ ) N (a+2u)(S*+ 1)U =1)dl

o i - RIE I dt’
[(S—SS):/(/—/ )](A_M(SJF,)_Q/)

Or, nous avons les égalités suivantes a I'équilibre :

N=u(S*"+1")+al,
BS* (3.4)
S+ I+

atpu+o=

En utilisation (3.4), I'expression de L’ devient :

_[(S—5)+ (1]

L/
S+1

(=u(S =57) = (a+w)(/ = 17))
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Notons que :

Donc

(e+2u)(S*+1),, (. S s*

* - U=\s5i " 5+7)
S s I(S=s)-s5(-1)
S+1 S+ (SH+N(S+ 1)

(559 +U—-1)]

L= (—u(s=5%) = (a+w)(/ = 1)

S+1
(o +2u)(S*+1") (1S =S =S (I - 1)
" E (’_’)< S+ DS +1) )

V(S5,1) <0si S, 1 >0etV(S,1)=0 uniquement au point d'équilibre endémique, donc d'apres

le théoreme de Lyapunov : le point d'équilibre endémique est asymptotiquement stable.
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Chapitre 3

Stabilité globale d’un modele
épidémiologique avec deux classes
d’infectés et une incidence masse action
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1. Présentation du modele

Le but de ce paragraphe consiste a présenter notre modele d'étude. En effet, il s'agit d'un
modele de type S/. Ce type de modele est déja bien connu dans la littérature et présente plusieurs
variantes. C'est un modele épidémiologique dont le phénomene modélisé est une infection sans
rétablissement ; en d'autres termes si un individu est infecté, il le reste durant toute sa vie. Lors
d'une épidémie la population est scindée en deux compartiments : les individus sains susceptibles
d'attraper la maladie et les infectés, notés respectivement par S et /. La population totale est

représentée par N. Dans le cas particulier que nous abordons, le compartimant / est constitué

35
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de deux compartiments, a savoir : les infectés au premier stade de la maladie et les infectés en
phase terminale de I'infection, notés respectivement par /; et /. Si B, et B, sont les taux de
contacts respectifs des compartiments /; et /5, alors il y a B1/; + B>/> contacts des infectés. Si
tout contact avec un susceptible engendre un nouveau infecté, alors il y a (B1/1 + B>1>)P(S)
nouveaux infectés, ou P(S) est la probabilité pour qu'un infecté rencontre un susceptible. La
quantité (B1/1 + B2l)P(S) est connue dans la littérature par I'incidence masse action. Notons
que la plupart des modeles utilise I'incidence bilinéaire (G1/; + B-/»)S.

Le but de ce travail est d'analyser la stabilité globale du modele S/;/5. Ce systeme peut modéliser
plusieurs infections n'admettant pas d'immunité, particulierement le VIH. Pour ce modéle, nous
supposons P(S) = /f/ Ainsi I'incidence est donnée par (B /; —1—6212);?/, ou N est la population
totale (N = S + /; + I,). La stabilité globale des systemes utilisant ce type d'incidence est un
sujet intéressant et plusieurs travaux y ont été effectués. Les travaux les plus remarquables ont
été les ceuvres de C. Simon et J. Jacquez dans [67], Melesse et Gumel dans [64], M. Li, J. Graef,
L. Wang et J. Karsai dans [51], C. C. Cluskey dans [59], J. M. Hyman et J. Li [37]. Les auteurs de
[67] ont étudié un systeme similaire au notre avec n classes d'infectés et ont utilisé une méthode
géométrique pour leur analyse. Toutefois, ils ont pris un recrutement constant et ils supposent
que la surmortalité causée par I'infection est égale au temps mis pour qu'un infecté passe d'un
compartiment a un autre. Remarquons que le recrutement variable rend la détermination du point
d'équilibre endémique difficile, et dans notre cas nous avons établi uniquement son existence et son
unicité. Nous relevons surtout le fait qu'ils ont pris une condition forte reliant tous les paramétres
pour prouver la stabilité globale du point d'équilibre endémique. Cependant, dans notre travalil
nous avons juste supposé que le taux de natalité est supérieure a la surmortalité causée par
I'infection. De méme, dans la démonstration établie dans la preuve de la stabilité globale du
point d'équilibre endémique, les auteurs de [64], font une supposition trés lourde et tres difficile a
réaliser. Dans le travail fait dans [51], les auteurs travaillent avec un seul taux de contact. Dans les
travaux [59, 37], des systemes similaires au ndtre ont été considérés, mais les auteurs de [37] ne
traitent pas la question de la stabilité globale du point d’équilibre endémique, mais aussi I'auteur
de [59] suppose que B; = B> et v = d. Par ailleurs, nous pouvons encore citer d'autres travaux,
comme le travail de H. Guo et M. Y. Li [30], ou les auteurs établissent la stabilité du point
d'équilibre sans maladie, et le point d'équilibre endémique, en utilisant une incidence bilinéaire.

Nous mentionnons également le travail de A. Iggidr, J. Mbang, G. Sallet et J. J. Tewa dans [40]
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ou les auteurs travaillent sur un systéme similaire mais avec une incidence bilinéaire.

Le systeme étudié dans ce chapitre est le suivant :

. S
S= bN—(6:h +ﬁ2/2)N — S,

. S
L= (B:ih +ﬁ2/2)N—(I~L+’Y)/1, (1.1)
b=~ —(u+d)b.

Avec :

b est le taux de natalité de la population considérée,

W est le taux de mortalité de la population,

B1 et B> les taux de contacts respectifs des compartiments /; et />,

1/7y est la durée moyenne pour passer d'infecté de premiére phase en phase terminale,

d est la surmortalité occasionnée par l'infection,

N=S+1+1.

bN

(B1 1+ B2 1)S/N vh diz

uly pl2

Figure 3.1 — Diagramme de transfert pour le modele S/;/>

L'expression de la dérivée de la population totale est déduite des celles de S, /1 et I, et s'écrit :

N=(b—pu)N —dl.
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Le point d'équilibre sans maladie est donné par S = N, /; = I, = 0. Tout point d'équilibre vérifie

le systeme d’équation :
* * * S* *
bN* — (6113 +ﬁ2/2)m—ﬂv5 =0,
S*
(6115 +62/5)W —(k+7)i =0,

yl; = (u+ )l = 0.

La résolution du systeme donne :

. kt+d
Ir =

%,
_ (b + d)*(p +)?
Y(b(B1(k + d) + B2y) — u(p +v)(u + d))

et /5 libre. Donc (1.1) admet une infinité de points d'équilibre endémique. De plus, la determi-

S*

13,

nation d'une fonction de Lyapunov de notre systeme autour d'un point d'équilibre endémique

n'est pas aisée. Ainsi, pour |'étude de (1.1), nous allons passer au systéme des proportions (pré-

valences).
Posons
s=2 ==t
- Nv 1 — N € 2 — Nr
la dérivée de s par rapport au temps est donnée par :
_SN-SN_S sh_s
TN TN NN N N

Nous avons :

S , , N .
N =b— (Biih + Bair)s — s et N =b—pu—dh.
On obtient alors :

S=b—bs— (,81/1 +,62/2)S + d5/2.

De maniere similaire, nous déterminons les expressions de /; et i». Le modéle de proportions s'écrit

alors :
sS= b—bs—(Biih + Bakh)s + dsiy,

i = (Bih+Bai)s — (b+7)i + dik, (1.3)
b= i —(b+d)ip+di3.
Les systemes (1.3) et (1.1) représentent le méme phénomene, d'ou I'étude de (1.1) se rameéne a

I'étude de (1.3). Toutefois, nous soulignons que notre étude a été faite sous la condition b > d.
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Nous débutons |'étude de notre modéle par la détermination du taux de reproduction de base

dans le paragraphe suivant.

2. Calcul de R,

Dans ce paragraphe, il est question de la determination du taux de reproduction de base.
Nous rappelons que ce taux représente le nombre de nouveaux cas engendrés par un seul individu
infecté dans une population constituée uniquement de susceptibles.

Nous notons par :
— Fj(s, i, i) le taux de nouveaux infectés dans le compartiment J,
— Vi(s, i1, ix) le taux de transfert d'individus d'un compartiment a un autre par tout autre
moyen.
Les matrices F et V sont représentées par :

0

F=| (Bih +Bah)s
0

et
b— bs— (,51/1 +,62/2)5 + d5/2
—(b+y)iL + dirh
viy — (b+ d)ip + di2

Y =

Le calcul de leur jacobienne respective au point d’'équilibre sans maladie ((1,0,0)) donne :

0 0 O
DF=|0 B B
0 0 O
et
—b —01 —B+d
Dv=| 0 —(b+7) 0 .
0 ¥ —(b+d)
Considérons F et V' les matrices données par :
_ (B B
(5%
et
v [ b+ 0
¥ —(b+d) |’
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Le taux de reproduction de base est le rayon spectral de la matrice —FV~!. Le calcul donne :

51 By

Ro = + .
T b4y (b+7)(b+d)

Apres avoir établi le taux de reproduction nous passons a la détermination d'éventuelles points

d'équilibre.

3. Points d’équilibre du systéeme

Nous notons d'abord le point d"équilibre sans maladie que I'on note souvent par DFE (Disease
Free Equilibrium) et DFE = (1,0, 0).
Nous cherchons maintenant d'éventuels points d'équilibre endémique c'est-a-dire des points

d'équilibre dont (i1, i) # (0, 0). Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.1.

SiRo > 1, il existe un unique point d’équilibre endémique.

Démonstration. Il est important de signaler que dans notre cas, nous n'allons pas déterminer
explicitement le point d'équilibre, mais nous allons prouver son existence et son unicité.
Existence
A 1'équilibre, nous avons :
b — bs* — (B1i; + Balz)s* + ds*i =0,
(Buif +B2i3)s™ — (b+)if + difiz =0, (3.1)
vii —(b+d)i5 +d(i3)?> = 0.
L'équation (3.1), donne :
b j; d/; - fy’ 52, (3.2)

En remplagant i; par son expression dans (3.1),, nous obtenons apres simplification :

ko
Il—

(B1(b+ d) = Brdis +B2y)s* — (b+)(b+d) +d(b+d)is +d(b+d)is — d* 5 = 0. (3.3)

Du fait que s* + /if + /5 = 1, nous avons :

s'=1—if—i5=1- Iy — — 3=,
1 2 2 2 2
0 0
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En substituant s* par son expression dans (3.3), il apparait que i est solution du polyndme :

P(i3) = a3(i3)® + a2 13 + ayis + ao = 0,

avec
d2
as = —[1—,
y
do = 2,81db+d+,61d+,62d—d2,
b+ d)?
n = —ﬁl(—:/)—51(b+d)—ﬁld—ﬁz(b+d)—Bz’Y+d(b+’Y)+d(b+d)
= —Ro(b+d)(b+) <1+bj;d>—61d+d(2b+d+'y),
et

a = Pi(b+d)+By—(b+d)(b+v)=(b+d)(b+7)(Ro—1).

Nous avons az; < 0, et comme Ry > 1 donc nous avons aussi : a, > 0, a; < 0, et a5 > 0.
Vu la difficulté qui se rapporte a la détermination des racines du polynéme P, nous transformons

ce probléme en un probléme d'intersection équivalent : P(i5) = 0 < Q(i5) = R avec

Qi) = —%(/2*)3 - i/j 2 - %/; +1, ol k= (b+d)(b+7).
Aux points 0 et 1 Q admet comme valeurs :
Q(0) =1, et
Br(b* + by + dy) +v(b(b —d +7) + Ba(b+ 7))

Q1) =

k

De plus, nous avons :

Bib + By + by +v2 — dvy N

P 0.

QR(L)—Ro=0b
D'ou
QR(0) < Rp < Q(1).
Essayons maintenant de mieux localiser i3 dans [0, 1]. Partant de I'inégalité

<1, (3.4)
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et de relation entre /" et /5 suivante :

nous déduisons que /3 Vérifie :
R(iZ)=—diz?>+(b+d+7)if —v <0.
Le discrimant de ce polynéme donne :
Ar = (b+d+7)*—4dy=b>+2b(d+7)+ (d —7)* > 0.
Et les racines sont :

n=(b+d+y—/Br)/2d et r, = (b+d+v+\/Dr)/2d.
Nous remarquons, d'aprées les expressions des racines que :
1. n<v/2d<n
2. n>1.

Ainsi, d'apres I'étude de signe du polynbme R, nous obtenons :
0 < i3 <min{r, 1} < min{y/2d,1}, ie
i5 €1 =1(0, min{ry,1}) C (0, min{y/2d, 1}).

Par ailleurs, la différence entre Q(r1) et Rq est :

Q(n) — Ro = (1/(2K)[b(b+ d + v+ /Ag)] > 0.

D’ou le graphe de @ rencontre la droite y = R en au moins un point dans /.
Unicité
Montrons que le graphe de Q et la droite y = Ry se rencontre en un seul de /. Comme Q(0) =
1 < Ro, Q(r1) > Ro, et Q(1) > Ry, il suffit de montrer que Q admet au plus une seule tangente
verticale dans /.
La dérivée de Q est :
Q'(i3) = —(1/k)(3as i? + 2aqi5 + a1).
Il faut noter que d’apres la régle de descartes des signes qu'il n'y a pas de racines négatives. Pour

déterminer les racines de @', nous calculons son discrimant :

A = a3 — 3aza;.
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— soit A < 0, dans ce cas le résultat est établi,

— soit A > 0, dans ce cas nous avons deux racines x; et x,, tels que x; + xo = —(2a,/3a3).
Or
4b+d Y By v
-2 — Per
32/333 3 d + 3 d+ﬁ1d ,61
B 2b+d 2 b+d v By v
- 34 { d Tdtpd B
2b+d
= = b+ d d
3 d 351 {51( +d) + Boy + Biy — dv}
2b+d
= §T+3ﬁ7d{(b+d)(b+’y)7zo+,61’y dv},
donc
oar/3as = 22T 2 bt yYRo + bdRe + By + dY(Ro — 1)}
2/383 = 3 3,Bd Y)/ko 0 1Y Y(Ro
Nous savons que :
Baby
b(b b
(b+v)Ro =B +b—|—d
b+ d
t 2
e d > 2,

ce qui donne —2a,/3as > 2, et nous concluons qu'au moins l'une des racines de Q' est a
I'extérieur de /.
Par conséquent, le graphe de Q et la droite y = R se coupe en un seul point. Nous illustrons le

résultat par la simulation suivante :
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1.8

1.6+

1.4+

1.2

Paramétres

0.8 7

0.6

0.4

0.2 A

02 04 06 08 1
Temps

Figure 3.2 -6, =0.4, B, =05, y=0.5 £ =0.01, b=0.3, d =0.2, Ry = 1.125000

b+d .,

Nous tirons les valeurs de i et s* grace aux relations : i = ~ - ;/’52, et s =
b+d+-y. : . : _— . A -
1 - fyfylg + — i3%. D'ou I'existence et I'unicité du point d'équilibre endémique pour le
I'Y
systeme (1.3). O

Nous allons poursuivre I'étude du modele en examinant la stabilité autour des points d'équi-
libre. Ainsi, le paragraphe suivant a pour but I'étude de la stabilité globale du point d'équilibre

sans maladie.

4. Stabilité globale du point d’équilibre sans maladie

Théoréme 3.1.

SiRo < 1, le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. La preuve de ce théoréme s'appuie sur la notion de fonction de Lyapunov, et elle
se fait en deux cas : B3, > d et B> < d.
Cas1:8,>d

44 Analyse de modeles épidémiologiques a plusieurs
classes d'infectés : stabilité et observabilité



CHAPITRE 3. STABILITE GLOBALE D'UN MODELE EPIDEMIOLOGIQUE AVEC DEUX
CLASSES D'INFECTES ET UNE INCIDENCE MASSE ACTION

Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

B
V—ll+b+dl2.

Sa dérivée donne :

V = (,81/1 +,62/2)5 — (b+’Y)l1 + dl'll'g + ’82’),

b+d/1 — Bk +.52b

+d

Comme B1/1s < B1/; donc nous avons :

. d
V < Bin +.52/25—(b+’)’)11+d1112+bﬁ+fyd/1—ﬁ22+[52b d

62,)’ . . A d .0
1]i + Baha(s 1)+d/1’2+ﬁ2b+d/2,

< (b+’Y)[b+,y+ (b+)(b+d)

< (b+7)(Ro—1)ih + Boh(s — 1) + dirio + B>

I'2
b+d?
Sachant que Bah(s — 1) = —Bahi(iy + in), alors nous obtenons :

V < (b+7)(Ro— 1)+ (d=Bo)ih + (—— — 1)B243,

b+d

Bab

V < (b+7)(Ro— 1)+ (d —Ba)iri> — b+ d

2 <0.

Si Rp < 1 la forme est définie négative.

Si Ro = 1 alors V < 0, nous appliquons le principe d'invariance de LaSalle pour conclure. En

effet, dans ce cas, nous avons :

) b
V < hb((d—B2)i — bﬁ—i d/2) <0

et si i, = 0 alors d'apres (1.3);, i1 = 0. D'oul le DFE est globalement asymptotiquement stable.

Cas2:8, <d

Considérons la fonction de Lyapunov suivante définiesur {0 <s <1, 0<i <1, 0<5hp <1}

par :

_|_
V—S—Ins—f—ll—i—(ify—@ .
Y Y
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Sa dérivée est égale a :

: , 1 : b+ :
vV = 5(1——)—1-11—1—(77—&)/2
S v Y

1
= (b—bs)(1- g) — (Biih + Boix)s + (Buiy + Bah) + dsi, — dis
(b+v)(b+ d)/-2

+(B1h + Boiz)s — (b+¥)h + dibb + (b4 )i —

d(b+ b+d d.
M — B + B4 /2—ﬁ1;/22-

Apres simplification, nous avons :

: b : . : b+v)(b+d b+d.
V = —5(1—5)2+62l2+dl2(5+l1—1) ( fy?y( ) + v 2+dl2 +51

o —51
D’apres les égalités

b b
Ajl—g2:guf+@2 et dir(s+i—1)=—di3,

V devient :
: b . , . b+ b+ d bd ., b+d . d
V = —*(ll + 12)2—|—6212 — ( ,Y)( ) I> + 712 +61 12 —,6’1*12
s v v v
b . , b+ d bd
= —*(Il+12)2 ( )( )(R0—1)12+7I2 ,81
s % 7

w+7Xb+d) bd2

ﬂ—RM—B—/+—L
0)2 172 ,Yz

b,
= —g(ll + )% —

Comme 1/s>1etih > /'22, nous obtenons I'inégalité suivante :

. o b+v)(b+d bd .,

V < —b(i+ k) — ( ,Y),Y( )(1 —Ro)iZ — ﬁl—/2 + 7/2
b b+d d, bd
:—MLQMM—bé—(+W¥_F)O—Rwé—mwé+wé

2
:—b@—Qmm—[i@w+(b+wXb+dx1—R@+4xd—bd)

Notons par
D=by+ (b+v)(b+d)(1—Ry) +Bid — bd,
et on obtient

2
V§—b§—2bﬁ@—0$.
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Donc si D > 0 est vérifié alors V' < 0.
Et si bd < by + B1d alors D > 0.

Sinon, réécrivons |'expression de D :

D = by+ (b+v)(b+d)—Bi(b+d)—Boy+Brid — bd
= by+b?>+bd+ by+dy—pBi(b+d) — Loy + Brd — bd
= b>+2by+dy—Bib—Boy
= b(b—PB1)+v(2b+d—By).

Du fait que bd > by + B1d nous obtenons b > (3;, et compte-tenu de la supposition du cas 2,
nous concluons que D > 0.
D’ot1 V < 0. Nous concluons comme précédemment par le principe d'invariance de LaSalle. Ainsi,

le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable dans les deux cas. [

Nous passont maintenant a |'étude de la stabilité du point d’'équilibre endémique.

5. Stabilité globale du point d’équilibre endémique

5.1. Stabilité locale du point d’équilibre endémique

Théoréme 3.2.

SiRq > 1, le point d'équilibre endémique est localement stable.

Démonstration. Vu que la somme de nos trois variables est constante, c'est-a-dire s+, +15» =1,
nous pouvons éliminer I'une des variables et travailler en dimension 2. Dans ce paragraphe, nous
exprimons s en fonction de /; et /». Nous obtenons le systeme suivant :

{ 11 = (,61/1 ‘|‘,62/2)(1 — I'1 — l2) — (b+’Y)ll + dl'll.2,

b= vip—(b+d)i+di3. (5-1)

Calculons la valeur de la jacobienne au point (i5, 3) :

J(EE) = B — 261 —Buis —Boiz — (b+y) + diz Bo — 28015 — Boly — Baly + dif
i —b—d+2di; '

Au point d'équilibre, (5.1), donne :

Pr = Buif —Buiz =Bz — (b+7) + di = —Bais— 2

1
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Ajoutons de part et d'autre —(;/7 :
» 1-—-
Br — 26157 — Bily —Boiy — (b+7y) + dis = —62/2.7* — By
La jacobienne devient :

Bl i — Bl Bo — 26205 — Bl — Buif + dif

J(EE) =
'y —b—d+2di
Le déterminant de J(EE) est :
1—1 ol — 105 .
det(J(EE)) = Balbtd)is ™2+ Bulb+ d)if — 2620 72— 2,ditis
1 1

—Boy + 280vi5 + Boyiy + Bayiy — dyif

= Bab+ d)is=—2 + (Bi(b+d) + Bxy) if + 282l (’y— di;— 2>
1

—2B1dif iy =By +Biyi —dyiy.
D’apres (5.1),, on a a I'équilibre :
(b+d)iy =if +d i3

Remplacons (b+ d)i; par yi; + d i3 au niveau du premier terme du déterminant et réorganisons

I'expression :
[k

det(J(EE)) = Bo(yii+dis?) —2 +262% (vi; — dis + d %)
1

—2B1dii 15 — By + Bryiy — dviy.

Remplacons «yii — diz + d i3 par bij :

*2

det(J(EE)) = Loy —Bxvis +,52d/2*2 Y(b+¥)Rolf + 2,82b 2

—2B1dij iy — Boy + Bryiy — dvig
" L1—=15 15 ”
= 52/2 —’Y+dl2,7*+b,** +(b+d)(b+’Y)Roll

1 1

[k
I

1
—261difls + Buyiy — dviy

2
_ ﬁ2% (=i + (b+ d)is — d i5?) + (b+ d)(b+¥)Roii + Bab l,i
: 1

—2B,dit i} + Byyi — dyir.
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Nous savons que —yi;j + (b+ d)iy — d i3?> = 0, donc :
, I . ‘ .
det(J(EE)) = b(b+ d +v)Roi; +ﬁ2bl.% + dvyif(Ro — 1) + Buif (v — 2di}).
1
Comme Ry > 1 et i; € | donc le déterminant est positif.
Par ailleurs, la trace est :
1-4

I

trJ(EE) = —Bai} — Biif —b—d+2di; 0.

Ce qui permet de conclure que le point d'équilibre endémique est localement stable. O

5.2. Stabilité globale du point d’équilibre endémique

Pour I'étude de la stabilité globale du point d'équilibre endémique, nous allons, grace a I'égalité
S+ i + b = 1, réduire le systeme (1.3) a un systeme de dimension 2 avec comme variable s et

Iy, puis utiliser la théorie de Poincarré-Bendixson pour conclure. Considérons le systeme suivant :

{ $= b(l=5)=(Bih+LBo(l =i —5s))s+ds(l—h—s), (5.2)
h= (Bih+B2(l—h—s))s—(b+7)i+di(l—h—5s) .

définiesur Q = {0 <s<1,0< /i <1,s+ i <1}. Nous allons montrer par le critére de

Dulac-Bendixson que (5.2) n'admet pas d’orbite périodique.

Théoréme 3.3.

Le systéme (5.2) n'admet pas d’orbite périodique.

Démonstration. Considérons la fonction B(x, y) = —, nous avons :
Xy

. b b s d ds
Bs(s.i)=—2 -2 g Prip P 0 4 05
S n I I I i
donc
o _ . b B> d
—B - 4 7
0s s(s. i) s2j; i ih
Et
: . b+ d di
Do) =t g B bEY LI dh
I I S S S
ainsi

0 :, .\ B2 [Pos
8/_1811(5, ll)— 112 + 1.12
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Ce qui conduit a

0Bs(s,n) 0Bn(s,ii) b B _ d d
os T ey T e tpttambogog

dBs(s, i) N OB (s, i)
Os Oh

D'apres le théoreme de Dulac-Bendixson, (5.2) n'admet d’orbite périodique.

<0Vs, i €(0,1].

O

Nous allons utiliser maintenant les théorémes 3.2 & 3.3 et le théoréme de Poincaré-Bendixson

pour conclure sur la stabilité du point d'équilibre endémique.

Théoréme 3.4.

SiRo > 1, le point d’équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable sur 2 — I,

ol [ est une variété stable.

Démonstration. La jacobienne de (5.2) au point (1,0) est :

[ —b+d) 4B Bitba—d
J(EE)‘< 6y ﬁl—ﬁz—(bﬂ))'

Son déterminant est :

det(J((1,0))) = =Bu(b+ d) =By + (b+ d)(b+ ) = (b+ d)(b+7)(1 - Ro) <O.

Par suite, le point d'équilibre sans maladie est instable. Cependant, les valeurs propres de la

matrice jacobienne sont :

M2=01— (b+7) — (b+d) (B~ (b+7) — (b+d)* —4(b+7)(b+d)(1 — Ro).

L'une des valeurs propres est négative, donc le point d'équilibre sans maladie admet une variété

de dimension 1 stable. L'ensemble w — /imite de (5.2) est réduit au point d’'équilibre endémique

sur I'ensemble €2 — /. D’ou, d'apres le théoreme de Poincaré-Bendixson et le théoreme 3.3 le

point d'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable sur 2 — .

]

Nous allons illustrer les résultats par des simulations numérique au niveau du paragraphe

suivant.
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6. Simulations

Nous allons illustrer numériquement les résultats théoriques de stabilité. Nous allons simuler
les variables /; et i» pour Rg < 1 puis pour Ro > 1.

Prenons les valeurs suivantes pour les parameétres :
B =03, 6,=038, vy=0.1, b=0.7, d =0.04.

Cela correspond a Rg sensiblement égal a 0.51013512. Dans ce cas, la théorie prouve que le
point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable. Les simulations corres-

pondantes sont représentées par les figures 3.3 et 3.4.

0,107

.05

0,06

Etats

0.04

0.0% 1

0T r—————————
0 = 10 15 210 2o

Temps

Figure 3.3 - 11, Ro <1

Les figures 3.3 et 3.4 montrent que les courbes tendent vers 0. Ce qui illustre que le point
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0,008 S

0005 A

0,004 4

Etats 0003 1

0.002

0001 4

Temps

Figure 3.4 - 1, Ro <1
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0127

0,114

o3 e

Etatz pinog4

0,05

007 4

a 50 100 150
Temps

=11 — —equilibre enil

Figure 35— 1, Ro>1

d'équilibre sans maladie et globalement asymptotiquement stable.

Prenons d'autres valeurs pour les parametres :
B1 =03 B,=08 v=05 b=04, d=0.1.

Ce qui correspond a Rg sensiblement égal a 1.2222222. Dans ce cas, nous avons prouvé que le
point d'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable. Les simulations pour ce
cas sont représentées par les figures 3.5 et 3.6.

Dans ce cas également, les courbes de /; et i, tendent respectivement vers /i et /5, qui sont
numériquement sensiblement égales a 0.1005986226 et 0.1027084268 respectivement. Illustrant

ainsi que le point d'équilibre endémique est globalement aymptotiquement stable.
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0,104

008

006

Etats

.04

002

0 T T T T T T T T T T T T T T 1
0 =0 100 150

Temps

[+

— 12 ——équilibre en 1

Figure 3.6 — 1, Ro > 1
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7. Conclusion

Les modeles S/ font partie des modeles épidémiologiques les plus importants. Dans notre
travail nous avons analysé la stabilité globale d'un modele S/ avec deux classes d'infectés et une
incidence masse action. Pour effectuer cette analyse de stabilité, nous avons utilisé le systeme
des proportions. Pour la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie, nous avons utilisé la
technique directe de Lyapunov. Quant au point d'équilibre endémique, nous avons utilisé la théorie
de Poincaré-Bendixson. Enfin, nous avons effectué des simulations numériques pour illustrer les
résultats de stabilité.

I serait intéressant d'analyser le systeme avec n classes d'infectés.
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Chapitre 4

Stabilité globale d’un modele
épidémiologique avec une incidence non
linéaire
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1. Présentation du modele

A l'instar du chapitre précédent, nous allons nous consacrer dans ce chapitre a I'étude d'un
modele épidémiologique comportant deux classes d'infectés et une incidence non linéaire. Ce
présent modele fut I'objet d’étude de la part des auteurs Li-Min Cai, Xue-Zhi Li et Mini Ghosh.
Ces derniers avaient publié leur travail dans le journal “Applied Mathematics et Computation”.
Cependant, nous avons décelé une erreur dans le travail. lls se sont appuyés sur une supposition

érronée pour montrer la stabilité du point d'équilibre endémique. L'incidence utilisée dans ce
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chapitre comporte une fonction puissance. Ce type d'incidence a été utilisé dans [56, 57]. Nous
allons, dans ce travail essayer d'apporter une solution au probléme posé par les auteurs de [10].
Toutefois, il est important de souligner aussi que dans leur papier, les auteurs ont étudié la stabilité
globale du point d'équilibre endémique du modéle pour des cas particuliers, a savoir p = 1 ou
d = 0. Le modele en question est un modele de type SIS, avec deux classes d'infectés. Rappelons
qu'un modele SIS modélise une infection avec possibilité de guérison. Il est représenté par :

S= A= (Bl +B2J)SP — uS + aJ,

[= (Bl +B20)SP — (m+7)], (1.1)

J= vl —(p+d+a)l
Ou

— S, |, J représentent respectivement les compartiments de susceptibles, d'infectés au premier
stade de la maladie et d'infectés au second stade de la maladie.

- N\, w, 1/7, d, a sont respectivement, le recrutement, le taux de mortalité, le temps mis
pour qu'un infecté au premier stade devienne infecté en phase terminale, et le taux de
guérison,

— (1 and B, représentent le taux de contact d'un infecté au premier stade et d'un infecté au
second stade respectivement,

— le terme B1/5P + B> JSP représente l'incidence et p est une constante positive.

alz

. T di
| 5 (B 11+ Bz 12)SP It h v . B

HS 1151 Hlz

Figure 4.1 — Diagramme de transfert pour le modele S/JS

Les auteurs du travail [10] ont prouvé la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie du

systéme général, et pour le cas endémique, ils ont travaillé sur (1.1) pour les cas particuliers p = 1
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d A
ou d = 0. Cependant ils affirment que I'ensemble : * = {(S,/,J) e : S+ + 'UJ:J = E}

est invariant. Or, comme nous allons le montrer dans le paragraphe suivant, cet ensemble n'est
pas invariant pour le systeme (1.1). Ainsi, dans le méme paragraphe, nous allons déterminer les
points d'équilibre du systeme, puis, montrer la stabilité locale du point d'équilibre endémique.
Dans le paragraphe 3 nous allons prouver la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie.
Puis, nous prouvons au paragraphe 4 la stabilité globale du point d'équilibre endémique sous
la condition @ = 0 ou B3; = 0. Notons que dans le cas ou @ = 3; = 0 la stabilité du point
d’'équilibre endémique a été prouvé par Korobeinikov et Maini dans [44]. Ensuite, en utilisant la
technique de J. Jacquez et C. Simon exposée dans [67], nous prouvons, avec une condition, le cas
ou tous les parametres sont non nuls. En retournant au cas a = 0, nous allons finir le travail par
le paragraphe 5, par |'étude du modele avec n classes d'infectés et une incidence plus générale

qui s'écrit : > Bilip(S), ol ¢ est une fonction croissante.

2. Points d’équilibre et stabilité locale du point d’équilibre
endémique

Avant de determiner les points d'équilibre, nous allons d'abord signaler I'erreur commise par

les auteurs de [10].

Remarque 4.1.
A
Fr={(S1LJ)eR:S+1+J< ﬁ} est un ensemble invariant pour le systéme (1.1).

d A
Par contre, I'ensemble * = {(S,1,J) € [ : S+ 1+ MZJ = ﬁ} n'est pas invariant pour

(1.1), car, si tel est le cas alors :
5+/+MZJ:O, (S, 1,J) e I, (2.1)

Mais si nous remplacons S, | et J par leurs expressions respectives au niveau du membre de

gauche de (2.1) alors, nous avons :

o d d d)(p+ d
S+/+iJ = A_M5+O‘J_M/+l/_(u+ iChs +a)J:
m m m
A d d d)(d
_ p,(u_s_/—’“r J)+aJ+:/—(“+ NI+ ) ;5
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A d
Du fait que (S, 1,J) € I* alors i S—1—- 'UJZJ =0, (2.2) devient

. d. dy, du+d)+ud
Syj4brd v, derdrp
p K K

J, (2.3)
qui n'est pas nul sur tout [*. Dol [* n'est pas un ensemble invariant pour le systéme (1.1).
A
Le point d’'équilibre sans maladie est donné par (ﬁ 0, 0). Pour déterminer d'éventuels points

d'équilibre endémique, nous résolvons le systeme :

N— (BI"B2S*)(S*)P —uS* +aJ* =0,
(Bol* + B2J*)(S*)P — (b +¥)I* =0, (2.4)
yI* = (u+d+a)) =0,

Le calcul donne un unique point d'équilibre endémique, qui s'exprime comme suit :

5*_<(u+d+a)(u+w)>’l’ o M-ogutdte oy
“\Bilp+ d+ a) + By C(w+dta)(u+y)—ay _u+d+a( |
2.5

avec

R :</\>p61(,u,+d—|—a)+ﬁ2'y
T \u) wrd+ra)(p+n)’

ou Rg représente le taux de reproduction de base du systeme.
Apres avoir déterminé le point d'équilibre endémique, nous montrons dans le lemme suivant, qu'il

est localement stable.

Lemme 4.1.

SiRo > 1, le point d'équilibre endémique existe et il est localement stable.

Démonstration. Nous allons établir la preuve par le critere de Routh-Hurwitz.

Considérons la matrice jacobienne du systeme (1.1) au point d'équilibre endémique :

—p(Bil* + Bot)S*PT = —B1S* GBS +a
A= p(Bi!* + BoJ*)S*P 1 B1S*P — dy BaS*P
0 Y —d2

avec di = u+yet d» =pu+ d+ a. Nous avons :

—p(Bul* + B2S)S P = — X —B,S5*° —B25" +a
A—XA = p(Bil* + Bod*)SP! .S —dy — X\ B.S*P
0 ¥ —dr — A
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Le polyndme caractéristique est :
P\ = (—p(Brl* + BoJ)S™P ™t — = N[(B1S™ — di — N)(—=db — \) — BoyS*P]

+6:S™[p(Bal* + B2J") S (—do = N)] + (=625 + &) [p(Br]* + B2J7) S 1.

Notons par : a = p(Bi/* 4+ B,J*)S*P~1, P s'écrit :
PA) = (—a—p— N[N = (B1S™ — dy — o)X — (B,S*° — dy)db — ByS™)
+6,S*P[—Xa — dra] + (=BS5S + a)ya.
En développant |'expression, nous avons :
P(X) = =X+ (B1S™ — dh — do)N* + ((B1S™ — dh)da + B2y S™")A

—(a+ A+ (a+w)(BrS*™ —di — o)X+ (a+ w)((B1S™ — dy)ds + By S*)
—B1S*PaX — B,S*Pdha + (—B-S*P + a)ya.
Apres réduction, nous obtenons :

PAN) ==X+ (B1S™ —dh — dy — a— )\

_|_((515*p — dl)d2 ‘I‘,BQ’YS*D + (a + ,U:)(ﬁls*p — d1 — dg) — Bls*pa))\
+(a + M)((ﬁls*p — dl)dz +,52’)'5*p) — ,Bls*pdga + (—ﬁzs*p + a)’ya.

Multiplions P(\) par —1 et on obtient :
Q()\) = 33>\3 + 32>\2 + 31>\ —+ ao,

ou

a = 1,

a» = —Gi1SP+di+do+a+u,

a = —(BiS™—di)dh —ByS™ —(a+u)(B: S —di — b)) +515a,

a = —(a+w)((B1S™ —di)do — BoyS™) + 1S dha — (—BS*" + a)ya.
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A I'équilibre nous avons les égalités : —3,S* + d; = 52%:5*” = ,626%5*", ce qui conduit a :
ﬁZ S*”+d2+a+u>o (2.6)

De plus

B2SP

J*
_(,Bls*p dl)dz —,82’)’5*p _52 5*pdz — By S = T

(doJ" —I") =0.
Alors a; et ag deviennent :
a1 =—(a+u)(6S™" —dr — o) + 515" a

et
ap = 1S dra — (—B>5*" + a)ya.

Ce qui donne :

=(a+ M)(ﬁz S*p + o) + 815 a, (2.7)
et
ao = a(B1S™dr + ByS™ — ). (2.8)
Remplagons d> par son expression, donc :
= a 4 ByS™ — ary) —a—(ﬁ 1*S* 4 BoJ*S*P — auJ*) :a%(/\—p,S*).

Or d'apres I'expression de N a I'équilibre : A — uS* = wl* + pJ* + dJ*, ce qui permet d'avoir :
ap = a—(p,(/* +J)+dJ) > 0.

Il reste a montrer que a>a; > ag.

Examinons le produit asa; :
aa; = do(a+ u)(ﬁz S*” + o) + 815 dra+
(.5 5*p +a+u)((a+ M)(ﬁ2 5*p + ) +B15"a).
En se basant sur (2.8), nous avons :
apa; = ap + aay + dia+ dgu(ﬁg S*p +db)

+(52 5*p +a+u)((a+ N)(ﬁz S*p + ) + 61S*"a),

donc axa; > ag. Ainsi Ie critéere de Routh est verlfle, d'ou le point d'équilibre endémique est

localement stable. O
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3. Stabilité globale du point d’équilibre sans maladie

Théoréme 4.1.

SiRo < 1, le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov :

o 61 B2y G-
V_(u+'y+(u+’¥)(u+d+a))/+u+d+al
La dérivée de V est :
o B B2y i B ;
V_(u+'y+(u+’¥)(u+d+a))/+u+d+aj’
V:( B1 B2y Y(Bil + Bod)SP — Bl — B2y T B2y I — Ba,

+
pt+y (w+y)(w+d+a)
ce qui donne apres simplification :

B1 4 B2y
p+y (w+v)(p+d+a)

w4+ d+a w4+ d+a

V= )(Bi! + B2J)SP — Bil — BaJ,

donc

. B1 679
V = (B! + BoJ
CRE )[(wrw ThrNerdra)

G1 i B>y
p+y (ut+v)(p+d+a)

admet son maximum au point —, et a a ce point Ry comme valeur, donc :
n

)SP —1]. (3.1)

Sachant que la fonction S — ( )SP est strictement croissante et

V < (B! + Bad)[Ro — 1].

Si Ry < 1, I'application du principe d'invariance de LaSalle est immédiate. Si Rg = 1, remplacons
B1 B2y

0 .
+ ar au niveau de (3.1), nous obtenons :
bty Mt dra) ™ (AP (3:1)

S
(A/)P

et I'application du principe d'invariance de LaSalle donne le résultat. D'ou le point d'équilibre

V = (Bl + BJ)] 1],

sans maladie est globalement asymptotiquement stable pour Ry < 1. O]
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4. Stabilté globale du point d’équilibre endémique

Théoréme 4.2.

SiRo > 1, le point d'équilibre endémique existe et il est globalement asymptotiquement stable

pour o =0 ou 3, = 0.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

s s Bty —BiS

— p—1 _* o y*
% (S—l—p_l(s) Y+ (= 1*Inl)+ (J—JSInJ).
La dérivée de V' est donnée par :
- 5 ¢ i Bty =6ST T
V=(1- 1——)I 1——)J.
(1= )5+ (1 - P+ 1 - )
Remplacons S, / et J par leurs expressions dans (1.1), nous obtenons :
*P *P

V= (A—puS)(1-2

) = (Bil +520)SP + (B + B2))S™" + (1 —

SP)

/*
(B +B2))S” = (kA ) = (Bul +B2d) 5P + (w 7)1

(B+7)(p+d+a) 17 (wty)p+d+a) ,
— ~ J—(M+’Y)T+ N J

ﬁls*p J*
~ (Y= (u+d+a)))(1 - 7).

+(u +v)!

Apres simplification, nous avons :

S*P S

) *P J*
V=NA-uS)(1- Sr )+ (B! +B20)S™ + ad(1 — S ) — (Bl +,52J)5p7 + (b + )"

Compte-tenu des égalités suivantes :

_(wtYktdto)
gl

(b +y)I" = (B1I" + B2J")S™P, (4.1)

et
b+ (e+d+a)

Y

1
= (GuI” +,52J*)5*p?, (4.2)
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nous obtenons :

*P *P *

S
5 )+ (B1l +B2))S™P+ad(1— S )—(B1! +B2J)SP—

/
J 1J* I* J*
~(Bil" 4 B2)S G — (wA )T B = (A= ).

Remplagons A par uS* + (B1/* + BJ*)S*P — aJ*, nous trouvons :

= (A—=pS)(1— +2(B11" +B2J7)S™”

V = u(S*— | 4+B,J)S*P

p
I* +B>J)S*P(1 — 5

[* J | J*
—(Bal +52J)Sp7 +2(B11" 4 BoJ)S™P — (Bu!” +52J*)5*p? —(u+) 7

I* J*
— PO ——N(1 —=).
BiS™ (1 = 5 (1 =)
Donc

S*P

S5 )+ (B1l +B-J)S**

(J—J)(1—

V =u(S*-9)

p
(B1I"+B2J*)S*P(3— 5

1J*

[* J*
— (B! %J)SL — (Bu!* + B> J*)S*P () =A== ).

En réarrangeant |'expression, nous obtenons :

S*P S*" S*P

VZM(S*—S)(l— 5) + (Bl + B2J7)S™P(3 - )(1— >) +BilS™
[* J | J* I* J*
—(Bal +52J)5p7 —51/*5*13} — (W +’Y) —B1S™P(1 - *J)(l - 7)
1

En se servant de I'égalité u + v = (B1/* +62J*)S*p/—*, nous obtenons :

: S*P S*" S*P

V:,u(S*—S)(l— )+(51/*+62J*)S*p(3 — )(1— )+ﬁ 1S*P

/* J 1 J* I* J*
~(Bil +B)SP T — Bul S — (il + Bod)S T — BiS T = (1= ).
Ce qui est équivalent a :
. . S*P ‘ oxp S 1*JSP .
V =u(S —S)(l—Sp)-l-ﬁgJS (3—§—W—U*S*p)+a(J JH)(1-
* CxP P P * P * Cxp J 1J* *P *p J*

+6: 1757 (2 — Sp S*p)+61/ ST —=B11"S ?—5175 - 0615 (/—*J)(l—j)
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Enfin, I'expression de V/ est donnée par :

5 e SIS PSP b S SP
o) TS STC - o g T ) TAISTR T g — )
5
Sp

Si o = 0 alors, nous avons immédiatement, V < 0, car :

V = u(S* - S)(1—

fa(d— J)(1 -

).

— la fonction f : x — xP est croissante sur R, donc (x; — x0)(f(x0) — f(x1)) <0,

— du fait que la moyenne arithmétique est supérieure ou égale a la moyenne géométrique alors
)1<+)1/+xy—320etx—2+)1< > 0, pour tout x,y > 0.

Sinon, si 3; = 0, V est donnée par :

S*P S* gt I*JSP S*P

) B2 S B - — - ras) Fald == ).

V=T =5) - Se T d 1S

Réécrivons |'expression de S :
S=u(S"=S) = Bod(S" = SP) = (J = I)(B:S™ — o).

Considérons :

o S* S*
_ = \p—1
L_V+ﬁ25*p_a(5+p_1(5) ).
Le calcul de sa dérivée donne :
- S*P [*JSP
_ * *D -
o (5P — S*P)?
Pl e a5
Donc L < 0.

D'ol le point d'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable si @ = 0 ou
B = 0. ]

Maintenant, nous allons établir un résultat de stabilité globale du point d'équilibre pour tous

les paramétres pris non nuls. Commencgons par des notations :

Notation 4.1. Notons a et b par :

B B2y _ B>
= + et b= —"2
bty (p+yp+d+a) p+d+a
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Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.3.

d d+ o
Sia<b(ieBi(p+d+a) <pBou)et e pratao 1 < 0 alors le point d'équilibre
endémique est globalement asymptotiquement stable.
. . . d w+d+a b .
De méme, sia > b (i.e Bi(u+ d+ a) > Bou) et ﬁ +1- # — 25 <0, alors le point

d’'équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. La preuve suivante est inspirée de la méthode de Jacquez et coauteur dans [67].
" d upu+d+a
Premierement, supposons que a < b et E - —1<0.
Nous allons écrire le systeme (1.1) avec les variables N, V et J, ou V est la fonction de Lyapunov
du systeme au point d'équilibre sans maladie. Rappelons que V' = al + bJ, et sa dérivée est
donnée par V = (B1/ + B»J)(aSP — 1). Nous obtenons le systeme suivant :
N= A—uN-—dJ
: 1 b 1
V= (515\/ + (B2 —515)J)(2(N — 5\/ +

, 1 b

b—a

J)P—1), (4.3)

Pour tout € > 0, considérons le pavé B, définie par les inégalités suivantes :

N*—gegNgN*—l—ge,
u W
_a(u+d+a)+b’y€§ng*+a(u+d+a)+bfy€, (4.4)
Y i
J—e< J< J e

\/*

Vérifions que les champs de vecteurs du systeme (1.1), (4.3) pointent a I'intérieur du pavé B..

Au pointN:N*—;e, nous avons :
N = AN—uN*+de—dJ
> N—uN*+ de—dJ" — de
0.

) d
De méme, si N = N* + —¢, nous avons :
n

N

N—uN*—de—dJ

IN

N—uN* —de —dJ" + de

0.
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1 b
Vérifions le cas de la variable V. Comme (515V + (B2 —615)J) = (B1/ +B>J) donc le signe de

b_aJ)p—l. De ce fait, si\/:\/*+9(“+d+a)+bﬂy€

: 1
V va dépendre de L = a(N — 5V+

alors, nous avons :

1 _a(u—l—d-l—oe)—l—bfyE b—a

L = a(N—--=V" + P -1
a ay a
d 1 a d+a)+b b—a b—a
< a(N* 4+ —e— =V* — (ptdta)+ Vet J+ e)f —1
W a ay a
d d+a
= ast (L oETITE e
% ¥
. . d +d+a R
Pour examiner le signe de L, nous comparons a*/?(S* + (; — 'u,y — 1)e) a 1. Sachant
d d+«a
que at/PS* =1, et ; — u+ry+ — 1 < 0 par supposition, donc L < 0. Par conséquent :

a(u+d+a)+bfy€
- .

V<0siV=V+

a(u+d+a)+ by
i

Examinons le signe de V' si V = V* — €. Donc

d b b—
a(p+d+a)+ ’y€+ aa

1
L = a(N->v*+
a ay

Jy -1

1 alu+d+a)+ b b—a b—a
R )by

d
> a(N* — —e— =V~ J = e)f —1
U a ay a a
d +d+ao
= a(S"+(——+ prdara +1)e)P — 1.
i
d d
Par supposition, nous avons —; + prdta +1 > 0. Et comme a'/PS* = 1, donc L > 0.
Ainsi :
. d b
Vsosiyvoys o dwtdta) by,

Iy
Il reste a vérifier au niveau de la variable J. Au point J = J* — €, nous avons :

- b

Jj = gv-(g+(u+d+a))(ﬁ—e)

v, . alu+d+a)+by by

SV = €) — (—
¥ a

= 0.

+(u+d+ o) —e)

68 Analyse de modeles épidémiologiques a plusieurs
classes d'infectés : stabilité et observabilité



CHAPITRE 4. STABILITE GLOBALE D'UN MODELE EPIDEMIOLOGIQUE AVEC UNE
INCIDENCE NON LINEAIRE

Et si J = J* + €, nous avons :

| b
J::gV—pg+m+d+mXﬁ+@
d b b
< 'aY(v*Jra(“’+ io‘H 7e)—(g+(u,+d+o¢))(Jwe)
_—

Dés lors, les champs de vecteurs du systeme (4.3) pointent a l'intérieur de B,. D'autre part, nous

allons considérer la fonction de Lyapunov suivante :

/Y
"a(pw+d+a)+ by

F(N,\/,J):max{%|N—N*| V= V|, | — [,

Pour tout € > 0, I'ensemble {(N,V, J) : F(N,V, J) < €} est I'ensemble B,. De surcroit, F < 0

si F = ¢. Car, en supposons que F = ¢ correspond a F = £|N — N*| alors, nous avons :

F:“{ N—N* siN> N

d —N + N*, sinon.

Et la dérivée est donnée par :

F=3 —N = —A+ uN + dJ, sinon.

u{ N=AN—uN-—dJ siN>N*
d

d d
Or,si F=¢= %|N — N*| alors N = N* + ;e ou N = N*— ﬁe et |J — J*| < € c'est-a-dire
J*—e< J< J*+¢€. Donc,

| d
N = A= (N + ) = dJ < A= N = de = dJ° + de =0

Ql®

| d
N = A+ p(N = &) +dJ <A+ N —de+dJ +de =0

Y
alu+d+ o)+ b’y'
F =€ =|J— J*|. Puisque (S*, I*, J*) est un minimum global strict de F, il s'en suit que F est

De maniére analogue, nous montrons que F < 0si F =€ = V —V*| ousi

une fonction de Lyapunov, ce qui prouve la stabilité globale de (S*, I*, J*).

. +d+a b . . .
La preuve du second cas c'est-a-dire : a > b et ; +1-— prdro 25 < 0 est identique a la

précédente. O]
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5. Généralisation du systeme dans le cas ou o =0

Dans ce paragraphe, nous allons donner une pseudo généralisation du systeme (1.1). Dans le
cas ou il y absence de rétablissement, nous allons étudier le systeme pour n classes d'infectés au
lieu de deux, et nous allons utiliser une incidence plus générale.

5 = N=XL1Bilip(S) —uS,

= XLiBilip(S) — (b +7)h,
b= vh—(k+7)h, (5.1)

/n = rYnfllnfl - (,U' + d)/n

Avec :
— A est le recruitement,

— (B, est le taux de contact du compartiment /;,

© est une fonction continue, positive et strictement croissante en S, on voit que la fonction

S :— SP est un cas particulier,

W est le taux de mortalité,

1/7y; est la durée qu'un individu infecté effectue dans le compartiment /; avant de devenir

infecté de classe /,,1, i € {1,...,n— 1}.

d est la surmortalité induite par l'infection au niveau de la classe n.

5.1. Points d’équilibre

Le point d'équilibre trivial ou point d'équilibre sans maladie est donnée par : DFE =

Tout point d'équilibre endémique est une solution qui vérifie (/1, -+, 1,) # (0, ---,0) du systeme
suivant :

N=3L Bilfe(S") —uS™ =0,

X Bilfe(ST) = (w+m)lf =0,

Y1li = (k+72)l3 =0, (5.2)

'Ynfllrt_l - (/J:+ d)/; = 0.

La résolution donne :
I
= 7; jr”cf, (5.3)
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et pour / allant de

- /f“
n-1 a 2 nous avons /7 = Mitlion (5.4)
K+
En remplagant les /; dans (5.2),, nous avons :
=1 I .
Zﬁ, = /R N = Jo(ST) = p+m,

IT—o(u+;) [[—o(k + ) X (u+ d)

donc - .
HJI 17 I ‘ [
Mo(e+7) "e(w+) x (b +d)

Notons par K la partie a droite de la derniere inégalité. De plus, ¢ continue et strictement

o(S*) = (b +m) Zﬁ, )

croissante, donc réalise une bijection de 2 dans R . Ainsi, S* est déterminé de maniére unique et
est égal a S* = ¢ !(K). En outre, en remplacant S*, ¢(S*) et /7(donné dans (5.4)) pour | = 2
a n dans (5.2);, nous obtenons I'expression de /;. Par conséquent, (5.3) et (5.4) donnent les

expressions de /;, i =2 a n. D'ou le systéeme (5.2) admet un unique point d'équilibre endémique.

5.2. Calcul de R,

Nous allons définir par F;(S, I) le taux de nouveaux cas d'inféctés dans le compartiment /, et
par V;(S, 1) le taux de transfert d'un compartiment a un autre par tout autre moyen. Les matrices

F et V sont données par :

27:1 Bi//(p(s)

et
—(u+m)h
V- ’Y1/1—(M+’Yz)/2

rYn 1/n 1 (,U.—f— d)/
Les matrices Jacobiennes au point d'équilibre sans maladie :
Bro(N ) Bao(N ) -+ Baw(N 1)

DF =
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et
—(u+71) 0 0 0 0 0
Y —(u+72) 0 0o --- 0 0
DY = 0 Y2 —(u+) O 0 0
0 0 0 0 - Vo1 —(u+d)

Notons par F = DF et V = DV. Le taux de reproduction est donnée par Ry = p(—FV 1), est

égal a

Ry — f Bio(N W= %, Bro(N/w) ﬁl g/
i=1 i1 (k) prd o ut;

5.3. Stabilité globale du point d’équilibre sans maladie

Théoreme 4.4.

SiRo < 1, le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

5 (W)
V= /\/u(l o(0) Ydu + cal,
ou
I =(I,..., )"

« p+vy Bip(2) uty) =2 (R (TR
o= (1, _ wloo i) (A j=i+1 Ay
cn = ( o . l;[1 " ;690( /1) -, )

Or

Ry — Bro(N/u) Bap(N )M Bao(u) V172

B+ (w+y)w+v)  wW+yn)w+rv)(B+v)

Bap(N )1 - Yo
(B+71) - (B + Vo) (p+d)
Sachant que R < 1 alors u + 1 — B1p(A/w) > 0, ainsi

(u =+ 1) (1 +72) = Bro(A/ ) (1 +v2) — Bao(A/ )1 > 0,

ainsi de suite, jusqu'au dernier terme de V/,

n—1 n—1 n—1
W+ i I (w4 )
T W) 5 gyl =)
=1 i i=1 L=
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Donc V est positive dans €2, sa dérivée est donnée par :

(A 1)
V=(1- S+c¢
( ©(5) .
Le calcul montre que tous les termes en /;, i € {1, ..., n—1} et B,/,0(S) se suppriment. La
dérivée devient :

- w(/\/u) Sk ty) (et
V=(N-uS)(1- Biw(A 1= — | —)1..
(=)0 = £ 06500 + (i) B - T

Ce qui est équivalent a :
) /\ n-l "l_ I + d

/ o(S) © g Vi

Etant donné que ¢ est croissante et Ry < 1 donc V' < 0. Et d'apres le principe d'invariance de

LaSalle, le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable. O]

5.4. Stabilité globale du point d’équilibre endémique

Théoreme 4.5.

SiRq > 1 alors le point d'équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

v/(

—IiInly, ..., In—1"Inl,),

ou

M+’Yl_51(P(5*) (M+71)(H+’Y2)_ﬁ1/f‘P(5*) '71:[1#+’Yi+n715/‘/7(/)(5*))j

C = (]., ’ * *
"1 "1 Y172 Vo213 1M = Yn-1lh-1

La dérivée de V est :

v=q- 2o 5+Z

o(u)
I'expression de V' se réduit 2 :
e e (SO (ST p(S)
V=S =)= D) HBle(SR — e — ]

W(S*) I115 /ik/2<P(5)

i o(S*)  1i10(S) LIz bl
©(S) il 1113p(S*)

+B-150(5%)[3— -
Bal50(S™)] o(S) hlie(S*) Il 1315

1 +Bs150(57)4 -
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©(S*)  he(S) Ly biz /n71/,f]
0(S)  hlze(S*) Kl I3ls gl

Du fait que la moyenne arithmétique est supérieure a la moyenne géométrique, les termes entre

Fo 4 B(S) N+ 1 —

crochets sont négatifs.

D’ol le résultat. [

6. Conclusion

Le systeme soumis a I'étude dans ce chapitre est un systeme S/S utilisant une incidence assez
particuliere et deux classes d'infectés. Nous avons établi la stabilité globale du point d'équilibre
sans maladie pour Rg < 1. Dans le cas ou Rg > 1, nous avons établi la stabilité globale du
point d'équilibre endémique pour les cas a = 0 et B; = 0 par la méthode directe de Lyapunov,
et le cas ou tous les parameétres sont non nuls, nous avons utilisé la technique de J. Jacquez et
C. Simon exposée dans [67]. De surcroit, nous terminons le travail par une pseudo-généralisation

du systéme.
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Chapitre 5

Stabilité globale d’un modele S/ /> avec
une incidence non linéaire dépendant
d’une fonction
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1. Présentation du modele

Le modele soumis a notre analyse est un modele S/;/> qui a déja fait I'objet d'étude de la
part des auteurs S. M. Moghadas et A. B. Gumel, et ces derniers ont publié leur travail [63]
dans le journal : Mathematics and Computers and Simulation. Par contre, il faut bien noter que
I'étude faite par ces derniers auteurs comporte une erreur fondamentale, qui affecte les résultats
de stabilité globale des points d'équilibre. De surcroit, ils ont établi que le systeme n'admet pas
de cycles fermés, entaché de la dite erreur, pour conclure sur la stabilité, ce qui est insuffisant.
L'erreur en tant que telle consiste a prendre un ensemble comme invariant pour leur systéeme,
sans qu'il en soit ainsi. Donc, il s’agit de la méme erreur que dans le travail repris dans le chapitre

4. D'ailleurs, les auteurs de [10], c'est-a-dire du travail repris dans le chapitre 4, ont cité le papier

75



1.. PRESENTATION DU MODELE

[63]. D'ou la nécessité de corriger cette erreur. Ce présent systeme utilse une incidence non-linéaire
comme [10, 67, 43, 42, 51, 37, 57, 30], mais ce qui fait son originalité est que I'incidence dépend
d'une fonction qui n'est pas définie de maniere explicite. Dans notre travail, nous avons repris

I'étude de leur systeme, qui est le suivant :

S = [1— (Cﬁlf(ll) —+ CﬁQf(/z))S — ,LLS,
/:1 = (cBif(l1) + cBaf(2))S — (m+)h, (1.1)
/2: ’Y/l—(,U:‘i‘d)/Q

— S, 11, I> représentent respectivement les compartiments de susceptibles, d'infectés au pre-

mier stade de la maladie et d'infectés au second stade de la maladie.

M, w, 1/7, d sont respectivement, le recrutement, le taux de mortalité, le temps mis pour

qu'un infecté au premier stade devienne infecté en phase terminale,

B1 and 3, représentent le taux de contact d'un infecté au premier stade et d'un infecté au

second stade respectivement,

le terme cB:1f(/1)S + cB2f(12)S représente I'incidence et ¢ est une constante positive.

Avec la fonction f qui est définie de la maniére suivante :
(A1) : f(0) =0,

(A2) : f'(I) >0,

(A3) : (1) <0,

(A4) : Iim f(I)=C <+

=400

(Baf( 12)+ B2 f(12))S vl dlz

Figure 5.1 — Diagramme de transfert pour le modele S/;/,
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Notons d’abord que Q = {0 < S, /1, I, < % S+L+1,< %} est un ensemble invariant pour
le systeme (1.1). Pour mettre en exergue I'erreur commise par les auteurs, nous allons donner le

changement de variable qu'ils ont effectué afin de travailler avec un systeme équivalent. Posons :

. . . - d
X=bs =B v =By o 5= g =P 520 G2
M M } W W % W
Avec ces notations, (1.1) devient :
X =% =B (%) B (20)] X X
Vi= 98 = 6 (1) + 6o (1¥2) | X = 4% -7, (1.2)
Y, =92 =4y, — (1+ d)Ya.

La nouvelle taille de la population est N = X + Y; + Y5, et satisfait :

L'ensemble D = {X,Y1,Y> > 0, X+Y;+Y, < 1} est invariant pour le systéme pour le nouveau
systéme. Cependant, ils ont aussi considéré D* = {(X,Y1,Y5) € D, X+ Y, + (1 +d)Y, = 1}

comme ensemble invariant pour le nouveau systeme, ce qui est faux. En effet,
d ~ ~ ~ ~ -
XV L+ DY) = 1= X =Y +3dY - (1+ e = dFYi - 1+ D)¥2) £ 0.

C'est pourquoi nous allons reprendre I'étude du systeme (1.1). Nous avons dans un premier temps
établi la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie par une fonction de Lyapunov, puis la
stabilité locale du point d’équilibre endémique par le critére de Routh-Hurwitz. Enfin nous avons
établi sous condition, par la méthode de Li-Muldowney, la stabilité globale du point d'équilibre
endémique. Avant de donner les résultats de stabilité, nous commencons par rappeler les différents

points d'équilibre et du taux de reproduction de base.

2. Points d’équilibre et Taux de reproduction de base

Le point d'équilibre sans maladie est DF E = (E 0,0). Avant de déterminer le point d'équi-
libre endémique, nous allons d'abord calculer le tauélz de reproduction de base. Nous notons par :

— Fi(S, 11, I7) le taux de nouveaux infectés dans le compartiment J,

- Vi(S, I1, I2) le taux de transfert d'individus d'un compartiment a un autre par tout autre

moyen.
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Les matrices F et V sont représentées par :

F =

0
(Cﬁlf(h) + Cﬁgf(/Q))S ]
0

et

V —(uw+v)h

Yh = (k+d)l

Le calcul de leur jacobienne respective au point d'équilibre sans maladie (E 0,0) donne :

M — (cBif(h) + cBf(1))S — uS ]

0 0 0
DF = ( 0 cBif'(0)] cBaf'(0)3 )
0 0 0

et

0 —(ut7) 0
0 y —(p+d)

Considérons F et V' les matrices données par :

F— ( Cﬁlf/(o)% Cﬁzf/(o)% )

—p —cBuf'(0); —cBr+df'(0)}
DY = .

0 0

et

V= < _(M’;rry) —(u0+ d) ) '

Le taux de reproduction de base est le rayon spectral de la matrice —FV/. Le calcul donne :

B f(0)N cBoyf'(0)MN
Cop(pty)  ou(u+y)(p+d)

Nous avons le résultat suivant, qui a été établi dans [63], que nous rappelons pour la clarté de

I'exposé :

Proposition 5.1.
Si les hypothéses (A1), (A2), (A3) et (A4) sont vérifiées et Ry > 1 alors il existe un unique

point d’'équilibre endémique.
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Démonstration. Tout point d’'équilibre endémique est un point d'équilibre tel que (/1, 1>) # (0, 0),

qui est solution de :

(cBrf (1) + cB2f(13))S™ — (k+ )i =0, (2.1)

{ M —(cB:f(I7) + cBaf(13))S — uS™ =0,
yIi = (w+d)l5=0.

(2.1); donne :

Ll
I3 = , 2.2
° (ktd) 22)
et (2.1), donne
I*
o (k+7) (2.3)

— Buf(I5) + cBaf (I3)
En remplagant /5 et S* par leurs expressions respectifs aux (2.2) et (2.3) dans (2.1);, et en

remplacant aussi (cB1f(/7) + cBf(15))S* par (u + y)/;, nous avons :

(w471 _ 0
cBif (I7) + cBof (v17 /(1 + d))

N—(u+y)5—u
Ce qui entraine
N(cBLf(I7) + cBaf (717 /(1 + d))) = (u +Y)[cBf(IT) + cBof (vI7 /(1 + d)) + 1] l5.

Ce qui revient a |'étude du point fixe de H définie par :

N(cBf (1) + cBof(v1/(k + d))

A0 = Bt () + Bof ol ut a)y + ] =
Nous avons : H(0)=0. Par ailleurs,
H(1) = ., P+ B/ + HFOI/ )

(w+[BLf(]) + cBof (v /(1 + d)) + u]?

et

sy CBLF(0)N cByf'(O)rn
PO =y Yt -

— . M
D’autre part, d'aprés la définition de la fonction H et celle de f, nous avons H(/) < P
M

M .
ce qui entraine H( ) < . En définitive, nous avons : H(0) = 0 et H'(0) > 1, et
Bty oty

de plus H( ) < . Donc H admet au moins un point fixe compris entre 0 et
Kty KAty Kty
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strictement. Et |'expression de la dérivée montre que H est strictement croissante. De surcroit,
la dérivée seconde de H est :
My
x|
My
(B (1) + cBoy?/( + d)* " (y1/ (w + )I[cBLf (1) + cBof (y!/( + d)) + 1]
[cBf (1) + cBaf (v1/ (1 + d)) + ]
2[Baf (1) + cBay/(w + DF (V) (1 + d)P[Bif (1) + cBof (v1/(k + d)) + u]}
[cBLf (1) + cBaf (v1/ (1 + d)) + u]* '
La concavité de H montre I'unicité du point fixe. Nous avons prouvé qu'il existe un unique /7 > 0.

H//(/) —

Nous déduisons les expressions de S*, I3 aux niveaux de (2.3) et (2.2), respectivement. D'ou il

existe un unique point d'équilibre endémique, noté par EE, qui vérifie :

(uw+y)Is BTk
cBif (1) + cBof (w5 /(w4 d) ' u+d

EE = ( ).

3. Stabilité globale du point d’équilibre sans maladie

Théoréme 5.1.
SiRo < 1, le point d’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable et instable

pour Ro > 1.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V= (C,Blf/(O) cByf'(0) )y + cB.f'(0) L
pt+y o () (w+d) p+d
La dérivée est donnée par :
v o— (C,Blf (0) cByf'(0) Vi, + cB.f'(0) i

pt+y  (wt+y)(e+d) u+d
_ (Cﬁl f/(O) CﬁQ’Yf/(O)

pt+y  (uwt+y)(e+d)

- Cﬁﬂ ), Cﬁlj”’f D, cgr o

)(cBLf (1) 4 cB2f(12))S — cB1f'(0) 11

Apres simplification, nous avons

Cﬁl f/(O) C,BQ’Yf,(O)

wt+y (w7 (e + d))(cﬁlf(’l) + Baf(1,))S — cB1f' (0) 1y — cBaf'(0) 1.

V=
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Du fait de la définition de f, nous avons (/) < f'(0)/, ce qui entraine :

cB1f'(0) cBoyf'(0) ,
Lt G+ + d))(Cﬁlf(/l) + cBaf(2))S — cBi1f (1) — cBaf'(1o)

- cB.f(0) cBvf'(0)
= (cBif () + cBaf (I))[( Lty o (er) (et d)

cB1f'(0) cByf'(0)
pt+y o (Wt (u+d)

maximum en —. Ce maximum est égal a Ry. Donc

Vo< (

)S —1]. (3.1)

La fonction S :— ( )S est strictement croissante est atteint son

V < (cBif (1) + cBaf(2))(Ro — 1).

Si Ro < 1, I'application du principe de LaSalle est immédiate. Supposons que Ry = 1, d’apres

(3.1), nous avons :
>

M/ w
Nous appliquons aussi le principe d’invariance de LaSalle. D’ou le point d'équilibre sans maladie

V < (cBaf () + cBarf (12))( —1).

est globalement asymptotiquement stable pour Ry < 1.
Maintenant supposons que Rq > 1.
Etudions la stabilité locale du point d'équilibre sans maladie.

Considérons la matrice jacobienne au point d'équilibre sans maladie :

- —cﬁlf'(O)Z —BuF(0)
ABFEY=1 0 o))~ (wtm) cBar(0)
0 ¥ —(p+d)

Le calcul du déterminant donne :
det(J(DFE) — X)) =

(—p =N (AQ F e+ d+ 7= BN+ (bt 1)+ o) —m))

det(J(DFE)) > 0 a des valeurs propres positives quand Rg > 1. Donc I'équilibre sans maladie
est instable. n
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4. Stabilité globale du point d’équilibre endémique

4.1. Stabilité locale du point d’équilibre endémique

Théoréme 5.2.

SiRo > 1, le point d'équilibre endémique existe et il est localement stable.

Démonstration. Dans cette preuve, nous utilisons le critere de Routh-Hurwitz.

Considérons la matrice Jacobienne du systéme au point d’équilibre endémique (EE) :

—(cBf(I}) + cBaf (13)) — 1 —cBif'(17)S* —cBf'(1%)S*
J(EE) = cBLf (1) + cBaf(I3) cBf'(17)S* — (u+7y) cBf'(15)S*
0 ¥ —(u+d)

Le polynéme caractéristique de J(EE) est donné par :
P(X\) = det(J(EE) — \l),
P(A) =
—(eBLf(17) + cB2f (13) + p+ M{(cBuf (11)S™ = (+7) = A)(=(p+ d) = X) = cByf'(13)S"}
+cB11 (11)S™(cB2f (1) + cBaf (13))(— (1 + d) = X) = cBaf'(13)S™(cBryf (I7) + cB2vf (15)).
Apres réduction de I'expression de P, nous obtenons :

PN = =X° + [=(cBif (I7) + cBaf (15) + p) + B (11)S™ — (b +7) — (1 + d)]N
+[= (B (1) + cBof (13) + ) (=Bt (11)S™ + (1 + ) + (1 + d)) + cBuf'(17)S™ (1 + d)
+cBf'(13)S™ — (1 + d)(k + ) — cBuf'(I7)S™(cBryf (I7) + cBYF (15))]IA
—(cBif(I7) + cBaf (13)) (1w + d) (1 +7)

—pu(=cBuf'(17)S™ (1 + d) + (b + d)(w +7)) + ncBayf'(13)S™.

Le polyndme P peut se réécrire de la manire suivante :
—P(N\) = —as)® — X% — a )\ — ap.

Alors —asz = 1 est positif, et

a, = —(cBif(I}) + cBaf (13) + 1) + B (17)S* — (u+y) — (u+ d).
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Au point d'équilibre, (1.1), donne :

5*
By = (BiF () + B (15) 2
1

Alors
S* S*
Brif'(11)S" = (u+7) = B (FUDI = F(1) = cBaf (1) 5 (4.1)
1 1
La concavité de f donne f'(/7)I7 — () < 0, ce qui entraine a, < 0.

Maintenant, examinons le signe de a; :
a1 = —(cBrf(I7) + cBaf (15) + u)(—=cBif'(I1)S™ + (u+v) + (1 + d)) + cBuf'(17)S™(k + d)
+cBoyf'(13)S™ — (4 d) (1 +v) — cBLf'(17)S™ (B f(I7) + By (13)).
Donc
a1 = —(cBif(I7) + cBaf (1)) (1 +7) + (b + d) — pu(=cBif'(17)S™ + (u+7) + (u+ d))
+cBuf'(17)S™ (1 + d) + cByf'(13)S™ — (1 + d) (1 + ).
A 1"équilibre, nous avons :

cBif'(11)S™(u + d) + By f'(13)S" — (b + d)(+7v) = cBu(F (1)1 — f(/i‘))ij(u +d)

S
+ B (F'(15)1; — £(13)) 7 <0.

I3

(4.2)
Donc a; < 0. Nous examinons aussi le signe de ag :
a = —(cBif(I7) + cBof (15))(u + d)(u +7) — u(=cBaf ' (I7)S™(w + d) + (b + d) (1 + 7))

+ucByyf'(15)S*.

Grace a (4.2) ag est négatif.
[l reste a avoir (—ay)(—a1) — (—ap) > 0.

Examinons a»a; :
apay = [—(cBrf(I]) + cBaf (I5) + u) + cBf (I1)S" — (u+v) — (u+ )] [—(u + d) (1 + )

+cPaf'(13)S™ + cBuf'(11)S™(k + d) = (cBuf (17) + cBaf (I5)) (b + ) + (b + d))
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—u(—=cBaf'(I7)S™ + (1 +y) + (1 + d))].

Donc, en developpant par le dernier terme du premier facteur c'est-a-dire u + d par rapport au

second facteur, nous avons :
apar = [—(cBrf(I]) + cBaf (I5) + w) + cBrf (17)S™ — (4 V)= (w4 d) (1 + )
+cBoyf'(13)S™ + cBrf'(17)S™ (1 + d) — (cBuf (1) + cBaf (1)) (1 + ) + (1 + d))
—u(=cBuf'(I1)S" + (u+) + (1 + d))]
—ao+d[(u+d)(u+v) = cByf'(15)S" = B f'(17)S* (4 d)] + (B F (1) + cBaf (13)) (u+ d)?
+u(p+ d)(=cBif' (I1)S™ + (k+7) + (1 + d)).
En réduisant |'expression, nous obtenons :

dpay = —ao+ [a+u+d xa +d[(u+d)(u+v) = cBf'(13)S" — cBrf'(17)S™ (1 + d)]

+(cBf(15) + cBaf (1)) (e + d) + pu(p + d) (=B f'(15)S* + (b + ) + (u + d)).
D'apres (4.1) et (4.2) :
(4 d)(u+y) — B (15)S™ — cBLf'(17)S™ (1 + d)
et
—cBaif (I1)S" + (+7) + (1 + d)

sont positifs. De plus a + 1+ d < 0et a; <O0.
Par suite (—as)(—a1) — (—ag) > 0. D'ou, le critére de Routh-Hurwitz montre que le point

d'équilibre endémique est stable. O

4.2. Stabilité globale du point d’équilibre endémique

Hypothese 5.1.
n
¥ > 2C'61f/(0)ﬁ

Théoréme 5.3.
SiRq > 1 et I'hypotheése 5.1 vérifiée alors le point d’équilibre endémique est globalement asymp-

totiquement stable dans 2.
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Démonstration. Dans cette preuve, nous utilisons la méthode de Li-Muldowney.

La matrice Jacobienne du systeme est donnée par :

—(C,Blf(/l) + C,BQf(/Q)) — K —C,Blf’(ll)S —Cﬁzf/(/z)s
J= ( cBrf (1) + cBaf (I2) cBaf'(1)S —(u+7)  cBaf'(12)S )
0 ¥ —(p+d)

La matrice deuxieme matrice composée JP! est :

o ( —(cBif (1) + cBaf(2)) — u+ cBf'(11)S — (1 + 1Y)
JP =

Y
0
Cﬁzf,(/z)s CBQf,(/Q)S
—(cB1f (1) + cBaf(l2)) — p — (1 +d) —cBaf'(11)S
cBrf (1) + cBaf (1) cBaif'(1)S — (u+y) — (n+d)
Considérons :
1 0 0 0 0 0
/ [J—1J
p=1]20 7 0 donc Pr = 0 N
/ IJ—1J
0 0 J 0 0 I

Alors
B=pPPty+ PP =
—(Cﬁlf(/l) + Cﬁ2f(/2)) — KU + C[J’lf’(ll)S — (/1/ ‘|"Y)

h
’7/2
0
> / I5 ,
C62Ef(/2)5 C62Ef(/2)5
Lo
_(Cﬁlf(/l) + C,BQf(/Q)) — 2;1, —d -+ i — i —C,Blf/(/l)S
I J
cBif(l1) + cBaf(l2) Cﬁlf/(/l)s_zu_,y_d+7_j

La matrice B peut étre écrite en matrice bloc :
B B
B— 11 Biz )
B>1 Bap

Bl,l = —(Cﬁlf(/l) + Cﬁgf(/g)) — K + C,Blf/(/l)s — ([.L +’Y),

ou
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Bl > = [Cﬁz f/(/2)5 Cﬁz f/(/2)5]
l
By = { L ] ,
0

Lo
—(cBaf (1) + cBaf(l2)) — 2u — d+E —i —cBif'(11)S
J

I
cBif (1) + cBarf (I) Brf'()S —2p—y—d+ 5~

Considérons (u, v, w) qui représente un vecteur R®, considérons la norme suivante sur R3

B, est égale a :

[(u, v, w)| = max{[ul, [v] + |wl},
et la mesure de Lozinskii de B peut étre estimée comme :

a(B) < max{fi1(B11) + |Bial, [Boa| + i1(B22)}-

Nous avons
ﬂ(B) < {91, 92},

ou

91 = 1(B11)+|Bial,
= —(Cﬁl (/1) + Cﬁ2f(/2)) ,U: + Cﬁlf/(/l)s — (/.1: ‘|"Y)
+max{cﬁz f’(/z)S Cﬁz f’(/2)5}

/
= —(Cﬁlf(/]_) + CﬁQf(lg)) — W + Cﬁlf/(ll)s — ([.L +’Y) + Cﬁsz-/(lz)s.
Du fait de la concavité de f, nous avons :
(1) > 1> (1),

donc
S
Cﬁ2 f/(lg)s < Cﬁz (/2)E

et grace a (1.1),, nous avons :

S / S
cBaf (o) = ﬁ — Cﬁlf(ll)E + (1 +y).

I
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De plus f(I1) > I1f'(11) alors —Cﬁlf(/l)}s < —cB1f'(11)S. Donc
1

I, S ,
cﬁsz (12)S < Bor (k) - < ﬁ — Bt (11)S + (1 +1).

D'ou

/
91 < —(cBif(lh) + cBaf(h)) — pu+ ﬁ

D’autres part :

/ oo /
g2 =y Fmax{—p = (u+ d) b = 2200 (1)S = () — () + = )

D'apres la supposition (5.1), nous avons

/ I I
=77 —p—(u+d)+ -7
I> L 1
Selon (1.1), nous avons :
I Iy

- ==+ +d),
I I
alors _
I
9= —U + T,
1
donc | |
_ / /
A(B) < max{g1, g2} < max{—(cBif(l) + cBaf(l2)) — p + /i . Tl}'
1 1
d'ol |
_ I
i(B) < —u+ "

Par conséquent

1/(;&(3) < i/ot(—unt ﬁ)ds: Ini(t) = In/(0) —u< B

Ce qui conduit a

G < —

D'ou, d'apres le théoreme de Li-Muldowney (1.10

~—

asymptotiquement stable dans .

, le point d'équilibre endémique est globalement
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5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mené un travail de rectification de |'article [63]. Apres avoir
souligner |'erreur commise par les auteurs, nous avons établi la stabilité globale du point d'équilibre
sans maladie dans le cas ou Ry < 1 par la méthode directe de Lyapunov. Puis, pour Ry > 1,
nous avons établi la stabilité globale du point d'équilibre endémique, avec une condition, par
la méthode de Li-Muldowney, qui est une approche nouvelle et puissante d'analyse de stabilité

globale.
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Chapitre 6

Etude de I'observabilité d’un systeme S/
avec n classes d’inféctés
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1. Introduction

Dans le modele (5.1), les infectés en phase terminale de la maladie peuvent &tre connus.
Connaissant le nombre d'individus présentant les caractéristiques les plus séveres de |'infection,
nous allons essayé de reconstruire tous les états antérieurs des différentes classes, afin de mieux
maitriser la propagation de I'infection. Nous rappelons le modele (5.1) :

S= AN=YXL.Bilip(S)—uS,

h= YLiBilie(S) = (b +m)h,
L= yili = (L +7)l, (1.1)

/n = 'Yn—lln—l - (,U' + d)/n

Avec :
— A est le recruitement,

— (3, est le taux de contact du compartiment /;,
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2.. OBSERVABILITE ET OBSERVATEUR GRAND GAIN DU SYSTEME

— ( est une fonction continue, positive et strictement croissante en S, on voit que la fonction
S :— SP est un cas particulier,

— W est le taux de mortalité,

— 1/7; est la durée qu'un individu infécté effectue dans le compartiment /; avant de devenir
infécté de classe /,,1, 1 € {1,...,n — 1}.

— d est la surmortalité induite par |'infection au niveau de la classe n.

Posons x = (S, I, ..., I,)" et y = 1,. Nous allons étudier le probléeme d’observation suivant :
x = f(x),
1.2
{ y = h(x). (12)
ou f représente la dynamique de I'infection et h(x) = (0, ..., 1).x.

Nous allons étudier I'observabilité du systeme (1.2), construire un observateur grand gain pour le

systeme, et effectuer des simulations pour un cas particulier du systeme (n =2 et ¢ = /).

2. Observabilité et Observateur grand gain du systéme

Considérons la fonction suivante :
y
y
P X +—>
o
Lemme 6.1.

(1.2) est observable et i est un difféomorphisme de Q2 dans ().

Démonstration. La fonction 1) est composée des k dérivées de y, qui sont données pour k €

{1,..., n — 1} par I'expression suivante :
k-1 _ _
y O = (=1 (u+ )+ (1) Ty Yo+ Yo ) T (w4 d) s
i=0
k—2 . , ‘
H(=1) 1Yo [ Do (A Yo2r ) TP (0 + Yoo1) + (4 d))
i=0

+ Yoo () (VY + ) | o+
i 10, i+j+I=k—2
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k—p k— ) _ ) )
+H(=1)” H Yn—i (1 ""’Yn—p-i-i)k_p_l((ﬂ + Voopt1+i) + o H (W FYem1) + (1 +d))
0

=1 =

R

Z (u+ ’Yn—p)i1 (et ’Yn—l)ip(,u + C/)i”“ In—p
i/#O,/1+...+ip+1=k7p

k-1
— T Yoei (e + Voosr1) + (b + Voks2) + oo+ (e +Yo1) + (B + d)) ks

i=1
k
+ HrYn—i/n—k-
i=1

Notons par C/Lp le coefficient correspondant a la variable /,_x. y%) peut &tre réécrit :
k
yo =3 C,’;_p/,,_p, ke{l,...,n—1}.
p=0

D’autre part, I'expression de y(" se déduit facilement de celle de y("~1).

La matrice Jacobienne en xp est :

0 0 0 1

1 1

O cte O C/n—l C/n

o | o0 ... 2 &2 2

~ — In—2 /n—l In
Ox :

n n n

CS N . o C/’Fl C/n

Le calcul par induction montre que chaque Cff’,, pour k = 1 a n, est déterminé de maniére unique,

et est différent de zero et indépendant de x, excepté du dernier coefficient qui est donnée par :
n
cs=qc, > _Bili'(9).
La Jacobienne est diagonale inférieure. Le rang de A est n+ 1 si et seulement si (/1, ..., l,) #
(0,...,0).
Par ailleurs, Considérons x et x’ tels que ¥(x) = ¥(x'). L'égalité des deux vecteurs donne a

la premiére composante /, = I/, et par suite la deuxiéme composante de I'égalité de (x) et

(x") donne I,_; = I/ _,. En appliquant ce principe tour a tour pour les n — 1 composantes,
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nous obtenons I, = I}, pour k € {1,..., n}. Et a la derniere composante nous avons, du fait
de la bijectivité de ¢ que S = S’. Donc x = X/, ce qui prouve l'injectivité de 1. L'injectivité de

(1.2) et le rang de A montre que Y est un difféomorphisme de Q dans 9¥(£2). O

Le systéeme étant observable, nous allons déterminer son observateur grand gain.
Effectuons le changement de variable suivant z = 1(x). Nous allons déterminer 1)~*. Par iden-

tification z; = 1;(x), nous avons :

1 +d
In=2z1, In-1= 22+M 7,
Yn-1 Yn-1
1 (1 +Yp1) + (1 + d) (B + Y1) (p+d) +2(u + d)?
/n,Q = Z3 + Zy — Z1.
Yn—1Yn-2 Yn—1Yn-2 Yn—1Yn-2

Répétant ce procédé jusqu'a la composante (n — 1)-iéme, nous montrons que :

et la composante n+ 1 donne :

S=¢p Y

D’autre part, nous avons :

010 ---0 0
0 01 -0 0
z = . -0l z+ ) ,
000 -1 0 (2.1)
000 - ---0 V(z(t))
h =z7=(1,..., 0)z.

Notons la matrice dans (2.1) par Aet C = (1,..., 0). W(z(t)) = y"*) est k-lipschitzienne sur
Q. L'observateur de (2.1) est donné par :

2=A2+(0,..., W(z(t)" +SCT (v — C2),
ou Sy est la solution de I'équation :

0Sy + AT Sy + SeA—CTC = 0.
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La résolution de |'équation conduit a :

(i+j-2) 1
(i— I - Dle+1

So(ij) = (1)

Le systeme

f— )4 Eff] < S;1CT(h(%) — y)

est un observateur pour (1.2).
Par ailleurs, comme les observateurs en z et x ne sont pas invariants dans le domaine, il faut les

prolonger dans R".

3. Application et Simulations

Nous allons donner une application de I'observateur grand gain construit dans le paragraphe
précédant. Pour ce faire, nous allons prendre n = 2 pour le systeme (1.1), et ¢ = /4. (1.1)

devient :

/:1 = (Bil1 +B2a)S — (n+7)h, (3.1)

{ S= A= (Bl +B2l)S — uS,
/2: ’Y/l—(M‘Fd)/Q

La sortie est y = |5 et

y I
1/}(51/1:/2): <y> ( rY/]__(,u:'i_d)/2 )
y Y(Brly 4+ B2l2)S —y(( +¥) + (u+ d))h + (u+ d)?la

Sa jacobienne est :

0 0 1
)
E;f: = ( 0 y ~(u+ d) ) -
Y(B1hh + Bala) ¥B1S —y((w+v) + (u+d)) ¥BS+ (u+ d)?

ox

A
Qe=1{5>0,11 > €, >€3,S+ 11+ 1, < —}, avec € = min(ey, €3). Pour montrer que Q.

0
Le déterminant de la jacobienne est égal a det <¢> = v2(B1/1 + Balo), qui est positif dans

est positivement invariant, nous observons |'expression du champ de vecteurs pour S = 0 a la
composante S, pour ce choix de S, S est positif. Par ailleurs, le champ de vecteurs est positif
aux composantes I; and />, pour [; = €5 et [, = €3, €5 et €3 suffisamment petits. Nous concluons

que 2. est positivement invariant.
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Nous donnons I'expression de Sy :

6 —-6=2 93
Se=| —672 2073 -—367* |.

673 —3607* 66°°

Le changement de variable z = (S, /1, /), conduit a :
+d 1
Z1 = /2, 7o = ’)’/1 - (M+ d)/z, /1 = Lzl + ;ZQ,
73 =Y(Brh + B212)S = V(b +7) + (1 + D) + (b + d)?La,

c_atl+y) +(r+d]h—(u+t )21,
’Y(:Blll +ﬁ2/2) !

et quand nous remplacons /; and /, par leurs expressions, nous obtenons :

s_ WD +MNa+(wty)+ut+d)z+z
(Br(u + d) +B2v)z1 + Brzz '

L'expression de 9! est :
(+dpt+Ma+((w+y)+w+d)n+z
(511 (u+d)+Bv)z1 + P12 '

1. d
Yoz — Uu:f; 21+;ZQ,

Z7.

Selon I'expression de 1! nous déduisons W (z) :
_ L+ d)w+7M)za+((k+7)+ W+ d)z+z
V(@) = B+ )+ Bm)2 + br2s) Bi(p + d) + B2Y)z1 + Br22

+((B1(u+ d) + Boy)z1 + B122) </\ — ('UJ—HY?Y(M—F d)Zl _ +f7+ dz — 13

(Lt )p+Pz+(u+7) + W+ d)z+ 2z
e (Br(+ d) + B2v)z1 + Br22 ) —(k+7)2—-Qut+y+d)z.

Le systeme en z est donné par :

2 =2,
{ 22 = Z3, (32)
Z3 = \U(Z)

L'ensemble invariant pour le systeme (3.2) est :
Qe =1{(z1,22,z3) : z € [a;, bi] et (EQ) < 0},
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CHAPITRE 6. ETUDE DE L'OBSERVABILITE D'UN SYSTEME S| AVEC N CLASSES
D’'INFECTES

ou

>

ay=¢€, by =—,

=

A
angye—(qud);, by =y— —(u+d)e

Tl>wi>

A A
as ==Y+ d+)+ d)e, by =YB1Bx(—)" —ve(2p+d + ) + (1 + d)2;

et
(EQ) :v(u+d)p+ Yz +YRu+d+¥)zo+vz1 + (Bi(i + d) + Boy) 2122 + 51 25

+(B1 (w4 d) + Boy) (1 + d)212 + Brz1z2 + ¥(Br(p + d) +52’Y)212 + Bi1vz12
~21(Bu(u+ o) + Bz + Brz)

Et son observateur est donnée par :

Z/:\Q = 23 + 392(21 - 21), (33)

{ 21 :22+39(Zl _21)v
23 = \U(f) + 03(21 — 21)

Comme I'observateur n'est pas forcément invariant dans €2, ., nous devons effectuer le prolonge-

ment de W et 1. Nous |'avons fait dans I'annexe B.. Finalement, nous déduisons |'observateur

grand gain du systeme (3.1) :

3(6:S — 2 — v — d)6? 63 .
’7(51/1 +52/A2) +’Y(51f1 +62/;)> (2= F)

(B1dS + BiuS + BoyS — ud — yd — 2 —yu)(h — 1),

(u+ d)6 + 62

Y

§ =N- (51/1 +ﬁ2/A2)SA+ (‘

N 36
—u$

L= (Bl +Bab)S — (w+7)h +3 (b — 1),

PN

N ’Y(,51/A1 +52/A2)
1
Iy =~ — (u+ d)l +36(1, — 1,).

Nous avons effectué les simulations avec les valeurs suivantes pour les parameétres :
A= 4. ﬁl = 0.01; 62 = 0.15;

v=0.02; 4 =0.01; d =0.015;

€e=0.01; 6 =1.5.
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1 | > | 3
Temt.{s

~1 % 1071
~% s 10° 1

~% w107
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— 5 — — Estimation de =

Figure 6.1 — Estimateur de S avec prolongement de W et de 1
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Figure 6.2 — Estimateur de /; avec prolongement de W et de
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Figure 6.3 — Estimateur de /; avec prolongement de W et de
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Figure 6.4 — Estimateur de S sans prolongement
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Figure 6.5 — Estimateur de /; sans prolongement
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e
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Figure 6.6 — Estimateur de /> sans prolongement

4. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué |'étude de I'observabilité d'un systeme S/ a n classes
d'infectés. Nous avons montré que le systéeme est observable, puis nous avons déterminé son
observateur grand gain. Pour les simulations, nous avons appliqué les résultats théoriques sur le

systeme avec n = 2.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire de these, nous avons porté notre réflexion sur I'étude de la stabilité et de
I'observabilité de certaines maladies infectieuses qui sévissent un peu partout dans le monde et
singulierement en Afrique subsaharienne qui est notre domaine d'étude. L'étude s'est faite sur
des modeles généraux, en effet, nous avons travaillé sur des modeéles S/ et S/S et non sur des
infections spécifiques.

Nous avons fait un rappel des outils fondamentaux de mathématiques nécessaires pour |'ana-
lyse des systemes soumis a notre étude dans le premier chapitre. Puis, dans le deuxieme chapitre
nous avons fait la présentation de quelques modeles épidémiologiques nécessaires pour la com-
préhension de nos travaux. Ainsi, nous avons évoqué deux modeles célebres et faisant partie des
premiers modeles en épidémiologie mathématique. Nous avons aussi donné un modele S/ traité
par Vargas dans I'article [69].

Notre contribution débute a partir du troisieme chapitre par I'étude de la stabilité d'un systeme
S1. Le sytéme en question utilise une incidence masse action et est composé de deux classes
d'infectés. Nous avons effectué I'étude du systeme en déterminant le systeme des proportions,
nous avons prouvé |'existence et |'unicité du point d'équilibre endémique sous la condition b > d.
Puis, nous avons utilisé la théorie directe de Lyapunov pour conclure sur la stabilité globale du
point d'équilibre sans maladie. Ensuite, par le biais de la théorie de Poincaré-Bendixson, nous
avons prouvé la stabilité globale du point d'équilibre endémique. Enfin, nous avons effectué des
simulations numériques pour illustrer les résultats de stabilité.

Au niveau du quatrieme et du cinquieme chapitre, nous avons répondu a des problemes posés
au niveau de deux articles parus avec des erreurs majeures. En effet, nous avons décelé une erreur
dans [63] publié en 2002 et la méme erreur a été reprise au niveau de [10] en 2009, d'ou la
necessité et I'urgence de souligner cette erreur et de donner une nouvelle analyse de ces modéles

forts intéressants.
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Dans le quatrieme chapitre, il s'agit d'un modele S/S. Nous avons determiné les points d'équilibre
du systeme, puis, montré la stabilité locale du point d'équilibre endémique. Nous avons prouvé
la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie par la méthode directe de Lyapunov. Puis,
nous avons prouvé la stabilité globale du point d'équilibre endémique sous la condition @ = 0
ou B; = 0. Enfin, en utilisant la technique de J. Jacquez et C. Simon exposée dans [67], nous
prouvons, avec une certaine condition, la stabilité globale du point d'équilibre endémique dans
le cas ou tous les parameétres sont non nuls. En ce qui concerne le cinquieme chapitre, nous
avons dans un premier temps établi la stabilité globale du point d'équilibre sans maladie par
une fonction de Lyapunov, puis la stabilité locale du point d'équilibre endémique par le critere
de Routh-Hurwitz, enfin nous avons établi la stabilité globale du point d'équilibre endémique
sous une condition, par la méthode de Li-Muldowney qui est une nouvelle approche d’'analyse
de stabilité globale. Avant de donner les résultats de stabilité, nous avons rappelé les différents
points d'équilibre et le taux de reproduction de base.

Finalement, nous terminons le travail au niveau du sixieme chapitre par une étude d'obser-
vabilité d'un modele S/ constitué de n classes d'infectés. Nous avons prouvé |'observabilité du
systéme et nous avons construit un observateur grand gain pour du systeme, et effectué des simu-
lations pour un cas particulier du systeme, c'est-a-dire pour deux classes d'infectés. En partant,
tout simplement du nombre d'infectés en phase critique de I'infection, qui est dans la majeure
partie des cas cliniquement connu, |'observateur permet de reconstruire tous les états.

Perspectives

Les modeles que nous avons étudié sont assez généraux, il serait intéressant de modéliser une
infection spécifique pour pouvoir tenir compte de tous les details de I'infection afin d'obtenir des
modeles plus réalistes.

Il serait intéressant d'envisager de travailler sur des modéles comportant n classes d'infectés.

Il serait aussi intéressant d'établir la stabilité du point d'équilibre endémique sans aucune
condition des systémes contenus dans le premier, deuxiéme et troisieme chapitres.

Il serait également intéressant de travailler avec des systemes structurés en temps, en age et

€n espace.
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A. Quelques outils nécessaires

A.1 k-ieme composée additive de matrice

Définition A.1 (k-iéme composée additive de matrice).
Soit A une matrice de M,(R), on appelle k-iéme composée additive de A, la A" matrice de
Mn(R) oo N = CK définie par
(k] — k
A¥ =D, ((I+ hA) )|h:o'

avec D la dérivée a droite.

La deuxieme composée additive de A est donnée :

pour n =2 par a1 + azo,
a1 + ax a3 —ai3
pour n=3 par azp a1 + ass a2 ;
—d31 dni ax + a3z
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air + ax a3 Az —ai3 —ais 0
aso an + ass Az a 0 —aia
. A4 ds3 a1l + s 0 a1z a3
pour n=4 par
—asz1 an1 0 dx + asz dza —doa
—as 0 a1 as3 Ay + ass a3
i 0 —ag asi — a4 azp dsz + das |

Exemple A.1. Considérons le systéme suivant :

$— A—BSI—usS.
E— BSI—(u+7)E, (A1)
| = yE — (u+d)l.

of
La Jacobienne du systéme J = Ix le long des trajectoires (S(t), E(t), I(t)) est donnée par :

—Bl —u 0 —BS
J= Bl —u—7 BS
0 v —u—d

La deuxiéme composée additive matrice est donnée par :

—Bl —2u— BS BS
S = 5 —Bl —2u—d 0
0 Bl —2u—v—d

A.2 Calcul du taux de reproduction de base R,

Nous présentons la méthode de détermination de R que nous avons utilisée dans notre travail.
[l s'agit de la méthode de Van den Driessche et Watmough exposée dans [25].
Considérons une épidémie modélisée par un systeme d’'équations différentielles ordinaires de la
forme :
dx;/dt = fi(x), x(0)>0, i=1,...,n x=(x,.. .Xn)T. (A.2)

Supposons qu'il existe n compartiments dans lesquels les m premiers compartiments sont infectés.
Soit

Xs={x>0:x,=0,i=1,..,m},
I'ensemble de tous les états sans maladie. Soient F;(x) le taux d'apparition de nouveaux cas

d'infections dans le compartiment /, V" (x) le taux de transfert (entrant) des individus dans le

compartiment / et V; (x) le taux de transfert (sortant) des individus hors du compartiment i.
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Conclusion

Chaque fonction est supposée étre au moins deux fois différentiable par rapport a la variable x.
En posant V;(x) = V7 (x) — V" (x), le systtme (A.2) se met sous la forme suivante : dx/dt =
F(x) — V(x). Les fonctions F; , V', V7 sont supposées vérifier les hypotheses (A1), ..., (A5)
décrites ci-dessous : (A1) : si x > 0, alors Fi(x), V" (x), V7 (x) > 0pouri=1,...,m. (A2):
si x; = 0, alors V7 = 0. En particulier, si x € X alors V7 = 0 pour i = 1,...,m. (A3) :
F:(0) =0 pouri>m. (A4) :si x € Xs , alors Fi(x) = Vi"(x) =0 pour i =1,...,m. (AB) :si
F(x) = 0 alors toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(xg) ont des parties réelles

négatives a un point xg € Xs . Sous les conditions précédentes, pour un xg € Xs , les matrices F

F [8]—“,] Vv lav,—
ox; ox;

sont telles que : F est non négative et V' est inversible.

et V' définies par :

1<i,j<m

La matrice FV/ ™! est appelée opérateur de la prochaine génération. L'élément (i, k) de FV 1
est interprété comme le nombre de nouvelles infections attendues dans le compartiment / produit
par I'individu infecté présenté originellement dans le compartiment k. Dans cette méthode, Ry

est défini par le rayon spectral de 'opérateur de la prochaine génération (ie. Rg = p(FV1)).

A.3 Théoreme de Gershgorin

Le théoreme de Gershgorin est aussi appelé critére du disque de Gershgorin. Il permet égale-
ment de conclure sur la stabilité d'une matrice sans avoir recours au calcul explicite des valeurs

propres.

Définition A.2.
Soit A = (a;;) € My(K). Pour tout i € [1, n] on nomme

D,' = Bf (a,-,-, Z |a,-j\) = {X e K: ]a,-,- —X| 7é Z ]a,j|}
=1 j#i J=1g#i

le ieme disque de Gershgorin de A, avec By est une boule fermée.

Théoreme A.1 (Théoréme de Gershgorin).

Soit A = (aj;) € M,(K). L'ensemble des valeurs propres est inclus dans la réunion des disques

de Gerschgorin, c’est a dire : \ est une valeur propre de A= X € U, D;.
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Exemple A.2. Considérons le systéme (2.2) dans le cas ol f = I :

$: M — (Bl +B212)S — uS,
/_1 = (Bilh +B2l2)S — (u+v), (A.3)
/2: ’Y/l—(M‘Fd)/Q

Nous avons, grace au théoréme de Gershgorin, le résultat suivant :

Lemme A.2.

Si B> > B le point d'équilibre endémique est asymptotiquement stable.

Démonstration. La Jacobienne au point d'équilibre endémique E* est :

L1l =B 15— —B1 S* —, S*
J(E") = Bili +6215 Gi1S* —y—u (BS*
0 ¥ —d—u

La deuxieme matrice composée JPI(E*) est :

Bl =Bl +B:1S =7y —2pu B S* B> S*
¥ 61l =Bl —2u—d —B1 S*
0 Bili+0B215 B1S*—d—v—2pu

Soit P = diag(l3,15,S™).
La matrice JPI(E*) est similaire 3 A = PJPI(E*)P~! égale a :

15 S*
~Bili =B l3+B1S”— 7~ 2u 62,1 B3
1
/*
" ~d-Bil -Gl -20  Bili
2
0 (51 1+/€2 2) 515*_6/_,)/_2'“’
1
Les éléments diagonaux de A sont négatifs car :
BrS* — (1 +) =P R R <ﬁ1+ u+d> < 0.
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La matrice A est a diagonale dominante en ligne, car :

15 S*
Ar1 + |Ara| + A3 :—51/f—52/§+515*—7—2M+62/2* +06215
1
— * * fY _ _
=—Bil;+S (ﬁljﬁQHd) v-2p
——pi s+ 5 (BT )~y - 2u
=—0Lilf —u<0
Ao + |Ao1| + |Axs :_d_ﬁllf_,@2/;_2ﬂ+1lij+ﬁl/ik
2
= Bl —p <0

1+ 06, 1%) S*
Asz + |As1| + |Az| :515*—d—’Y—2M+(ﬁl : /'?2 2)
1
=01S"—d-y-2pu+tpu+y=06S"—(u+d
(u+d) (1 +)
— —(u+d
5151(M+d)+52’7 (u )

_ _ Bupt+)
=~(u+a) <1 Bi(u + d) + By

) < 0 since B> > (1.

Par suite, la matrice A est stable d'apres le théoreme Gershgorin. Ce qui implique que JPI(E*)

est stable. Donc la premiére condition de (1.1) est vérifiée.

Par ailleurs :
Nn(—2+R M (=24 Ro) (d Row (d
det(J(E?)) = B (=24 Ro)y+6:.1 (=2+ RS) (d+p)+Rop (d+p) (v+ 1)
0
_ (=24 Ro) RoMpu(d+p)(y+u)+Rop (d+ ) (v+4)
Ro

=—p(d+p) (v+u)(Ro—1)<O0.

La seconde condition de (1.1) est aussi vérifiée. D'ou le résultat. O

B. Prolongements de fonctions du chapitre 6

B.1 Prolongement de la fonction lipschitzienne

Au niveau du chapitre 6, le systeme initiale en z est invariant dans €2, ., mais ceci n'est pas
forcément le cas de I'observateur. Donc, nous devons prolonger la fonction lipschitzienne W(Zz)
de €, . dans R tout entier. L'ensemble invariant 2, . (I'ensemble invariant du systéme initiale

en z) n'est pas un pavé, mais la moitié d'un pavé, obtenu en divisant le pavé en deux par un
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B.. PROLONGEMENTS DE FONCTIONS DU CHAPITRE 6

plan diagonal. Donc, deux des sommets du pavé ne se trouve pas dans I'ensemble invariant. |l est

donné par
Qe =1{(z1,22,z3) : z € [a;, bi] et (EQ) < 0},

ou
(EQ) :y(n+d)p+v)za +v2u+d+ )z +vz + Bi(p + d) + BoY)2122 + B1 25

+(B1 (w4 d) + Boy) (1 + d)212 + G121z + ¥(B1(p + d) +,52’Y)212 + Bivz12
A
—;[(51@ +d) + Boy)z + Bizo].

En prenant trois points du plan diagonal, nous déterminons |'équation de ce plan : P : ¢ x +
Y+ Ggz+c =0
Nous commencons par prolonger W dans I'ensemble €2, . tout entier. Nous prolongeons W dans
le demi pavé complémentaire a €2, ., en attribuant a chaque point la valeur de son symétrique
orthogonal par rapport au plan diagonal. Puis, nous attribuons a chaque point extérieur au pavé
la valeur de son projeté orthogonal sur le pavé.

if (a1 < x<by)and (a2 <y < by) and (a3 < z < b3) and ((EQ) > 0) then

CIX+ QY+ CGZ+ G CIX+ QY+ CGZ+ G
2 2 2 2y — 26 2 2 2
i +¢ + ¢ cf+6 + ¢

U(x,y, z) = \IJ<2X—2C1

2% — 26, c1 X +2C2y 1— c322+ c4>
i + ¢ +¢c3
else
if x < a; then
if y < a, then
if z < as then
\Tf(x,y, z) = V(ay, a2, a3)
else
if z < bs then
U(x,y, z)=V(a, a, 2)
else
\TI(X,y, z) = V(ay, az, bs)
end if
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end if
else
if y < b, then
if z < as then
V(x,y, 2) = V(ar,y, as)
else
if z < by then
V(x,y,2) = V(ay, 2)
else
V(x,y,z) = V(a1 y, bs)
end if
end if
else
if z < as then
\TJ(x,y, z) = W(ay, by, a3)
else
if z < by then
\TJ(X,y, z) =V(ay, by, 2)
else
\TJ(X:% z) = V(ay, by, bs)
end if
end if
end if
end if
else
if x < by then
if y < a, then
if z < as then
\Tl(x,y,z) = V(x, a, a3)
else

if z < b3 then
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B.. PROLONGEMENTS DE FONCTIONS DU CHAPITRE 6

V(x,y,z) = V(x, a 2)

else
U(x,y,z) =V(x, a bs)
end if
end if
else
if y < by then
if z < as then
V(x,y,2) = V(x,y, as)
else
if z < by then
V(x,y,2) = V(x,y,2)
else
W(x,y,z) = V(x,y, bs)
end if
end if
else
if z < as then
U(x,y, z)=V(x, by, as)
else
if z < b; then
\TJ(X,y, z) =V(x, by, 2)
else
V(x,y,2) = W(x, by, bs)
end if
end if
end if
end if
else
if y < a, then
if z < as then
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\T/(x,y,z) = V(by, a, a3)

else
if z < bs then
\T/(x,y,z) = V(by, @, 2)
else
U(x,y,z)=V(by, as, bs)
end if
end if
else
if y < b, then
if z < as then
U(x,y,z)=V(by vy, as)
else
if z < by then
V(x,y,z) =V(b,y 2)
else
W(x,y,z) = W(by,y, bs)
end if
end if
else
if z < as then
U(x,y,z)=V(by, bo, a3)
else
if z < b; then
\TJ(X,y, z) = V(by, by, 2)
else
VU(x,y, z) = V(b by, bs)
end if
end if
end if
end if
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B.. PROLONGEMENTS DE FONCTIONS DU CHAPITRE 6

end if
end if
end if.

B.2 Prolongement du difféomorphisme

Pour les mémes raisons qu'au paragraphe précédent, il faut prolonger le difféomorphisme .
L'expression de 9! est :

w+d)p+v)z+ (w+7)+(u+d)z+ 2z
(511(M +d) +Boy)n + Bz '

Z1+ — 2o,
v

Pz — w4 d

Z1.

Les deux dernieres composantes étant affines, les prolongements gardent les mémes expressions.
Il s'agit des expressions de /; et />. La premiere composante représente |'expression de S. Etant
donné que l'observateur n'est pas forcément invariant dans |'ensemble €2, ., pour une valeur
initiale ty fixé, au bout d'un certain temps, la solution S(2(t)) sort du domaine.

En notant par a = (a1, a, a3)" et b= (by, by, b3)" les extrémités du domaines, nous allons
effectuer le prolongement de S en déterminant les temps correspondant a S(a), S(b), S(a) £6
et S(b) £6, 6 > 0 suffisamment petit. Puis nous prolonger la fonction par les demi-droites
[S(a) +6,5(a)) et [S(b) £ 8,S(b)), avec § suffisament petit pour que [S(a) & &, S(a)] et
[S(b) £ 6, S(b)] soient des segments droits et non des arcs. Nous notons les équations [S(a) +
5,5(a)) et [S(b) £8,S(b)) par ky * t + ¢y et ko * t + co. Nous avons le prolongement :

wrdpta+ (Wt +w+d)ntz 2(t) €Q

B Bi(p+d)+Boy)z + Bizo ' o
S=52) =\ iy Cl(, si(l;(t) é Qe Zt) d(z(t),a) < d(z(t), b),
ko ¥ t+ co, siz(t) & Q. et d(z(t), a) > d(z(t), b).

Pour deux solutions z! et z? différentes, nous avons ¥ ~1(z!) = (St, 11, 13) différent de
Y1(z%) = (52,12, 13). Et les prolongements conservent |'injectivité. La différentiabilité découle

de la construction des prolongements.
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